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HU'GNG DAN SU DUNG SACH

1. Méi bai hoc déu duorc thiét ké theo cau tric gébm nhirng phan sau day.
Thuét ngir: Diém tén cac dbi twong chinh cua bai hoc.

Kién thire, ki nang: Giup em xac dinh nhirng ndi dung kién thirc, ki nang chinh can
linh hoéi va rén luyén trong bai hoc.

M dau: Bua ra tinh hudng 1am ndy sinh nhu ciu hoc tap: né cé thé 1a mét bai toan
thire té dai dién, hay |a mét doan dan nhap. Em khéng can tra 1&i ngay cac cau héi hay
yéu cau dwoc dat ra & phan nay, ma sé gidi quyét ching trong bai hoc, sau khi d linh hoi
duwoc lwong tri thirc va ki nang can thiét.

Muc kién thire: Sau phan mé dau, bai hoc dwoc chia thanh cac muc theo tirng chu dé.
Nhin chung, méi don vi kién thirc cé c4u tric sau day:
Hinh thianh kién thitc: Em can tich cwe tham gia vao cac hoat dong (H®) dé chiém
Iinh tri thirc. Cac H@ nay cho em co hdi quan sat va trai nghiém, tinh toan va lap luan

6é di t6i| khung kién thirc | mét cach tu nhién.

Vi du: Em co thé hoc & day phwong phap, cach lap luan va tinh toan, cach trinh bay
I&i giai bai toan.

Luyén t3p: Van dung kién thirc da hoc, tham khdo vi du twong trng, em hay luyén tap
dé cung co kién thire va ren luyén ki nang.

Vén dung: Trén nén tang kién thirc va ki nang da dwoc hoc, em gidi quyét céac
bai toan gan voi thuc t&, két néi tri thirc véi cac linh vire khac nhau trong hoc tap,
khoa hoc va cudc séng.
Em co6 thé bat gdp mét khung chir nham hé tro hodc binh luan,... cho ndi dung twong (ng
dwoc deé cap & bén canh.

Ngoai bén thanh phén co ban & trén, trong mét don vi kién thwc em con co6 thé cé co hdi
tham gia vao Kham pha, Trai nghiém, Thao luan, tra 10 g mé& réng hiéu biét clng
Em co biét?,...

Bal tip: Em}chﬁ ddng thwe hién ngoai gio' trén [op, tuy vay, thay/cd sé danh thoi lwong
nhat dinh dé cung em diém qua cac bai tap nay.

2. Céc bang tra clru va gidi thich thuat ngir (dwoc dat & cudi sach) cung cap dia chi tra clru
va giai thich mét sé khai niém, céng thirc dwoc phat biéu trong sach.

Hay bdo qudn, giir gin sdch gido khoa
dé danh tdng cdc em hoc sinh lop sau!




LO'I NOI DAV

Cac em hoc sinh yéu quy!

Trén tay céc em la cudn TOAN 71 cla bd sach “Két ndi tri thirc véi cude séng”.
Pung nhw tén goi clia bd sach, cac kién thirc trinh bay & day chu yéu xuét phat
tir nhirng tinh hudng cGa cudc séng quanh ta va tré lai gitp ta gidi quyét nhirng
van dé cula cudc séng. Vi thé, khi hoc Toan theo cubn sach nay, cac em sé
cam nhan dwoc rang, Toan hoc that la gan gi.

Poan mé dau cua cac chwong, cac bai hoc thwéng dwa ra nhirng tinh hudng,
nhirng vi du thuc té cho thay sw can thiét phai dua dén nhirng khai niém toan
hoc méi. Qua dé, cac em sé dwoc trau déi nhirng ki néng can thiét cho mét
cdng dan trong th&i hién dai, d6 la khé nang “md hinh hod”. Khi da dwa van dé
thuee tién vé bai toan (mé hinh toan hoc), chung ta sé phat hién thém nhirng
kién thirc toan hoc méi, dé cung véi nhivng kién thirc da biét gidi quyét bai toan
thuee tién dat ra.

Hi vong rang, qua méi bai hoc, méi chwong sach, qua mdi vong lap tir thire tién
dén tri thirc toan hoc, réi tir tri thirc toan hoc quay vé thuc tién, TOAN 11 sé
gilp cac em truedng thanh nhanh chong va tré thanh nguoi ban than thiét cla
cac em.

Chuc cac em thanh céng cung TOAN 11!
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CHUONG |

HAM SO LUGNG GIAC ,.
VA PHUGNG TRINH LUONG GIAC

Chuwong nay gidi thiéu khai niém goc lwong giac, gia tri lwvong giac caa goéc lwong giac, cac
cdng thirc lwong giac co ban, ham sé luvong giac, cach gidi phwong trinh lwong giac co ban
va mét sé (rng dung cla lwong giac trong thire tién.

GIA TRI LUONG GIAC

CUA GOC LUONG GIAC
THUATNGU i KIEN THUC, KiNANG
« Goc lwong giac « Nhan biét cac khai niém co ban vé goc lwgng giac.
« 86 do ctia goc lwgng giac |« Nhan biét khai niém gia tri lwong giac ctia mdt goc lwong giac.
» Puwdng tron Iwgng giac » M6 ta bang gia tri lwong giac cia mét sé géc lwong giac
- Gi4 tri lwong gidc cia goc | thwong gap; hé thirc co ban giiva cac gia tri lwong giac cua
lwong giac maot goc lwong giac; quan hé gitra cac gia tri lwgng giac cua

céc goc lwong giac co lién quan dac biét: bu nhau, phu nhau,
. d6i nhau, hon kém nhau .

i« S dung may tinh cAm tay dé tinh gia tri lwong giac clia mot
:  gobc lwong gidc khi biét s6 do cua goc do.

: + Giai quyét mot s6 van dé thuc tién gén véi gia tri lwong gidc
. cua goc lwong giac.

* Hé thirc co ban gilra cac
gia tri lweng giac :

Tram vii tru Quéc té ISS (tén tiéng Anh: International Space
Station) nam trong quy dao tron cach bé mat Trai Dat khoang
400 km (H.1.1). Néu tram mat dét theo déi dwoc tram vii tru
ISS khi né nam trong goc 45° & tam cla quy dao tron nay
phia trén ang-ten theo déi, thi tram v tru ISS da di chuyén
dwoc bao nhiéu kildmét trong khi né dang dwoc tram mat
dat theo d6i? Gia sl rang ban kinh clia Trai Dat 1a 6 400 km.
Lam tron két qua dén hang don vi.




1. GOC LUONG GIAC

a) Khai niém goc lvong gidc va sé do cla géc lwong giac
) w1, Nhan biét khai niém géc lwong giac
Trén déng hé & Hinh 1.2, kim phut dang chi dung sé 2.

a) Phai quay kim phat may phan ctia mét vong tron theo chiéu
quay nguoc chiéu kim ddng hd dé né chi dung sé 12?

b) Phai quay kim phut méy phan clia mét vong tron theo chiéu 12 gi&» 10 phat
quay ctia kim déng hé dé né chi dung sé 12? Hinh 1.2

c) Co6 bao nhiéu cach quay kim phut theo mét chiéu xac dinh dé
kim phut tlr vi tri chi dung s6 2 vé vi tri chi dung s6 12?

Trong mét phang, cho hai tia Ou, Ov. Xét tia Om cung nam trong mat phang nay. Néu tia
Om quay quanh diém O, theo mét chiéu nhat dinh tir Ou dén Ov, thi ta ndi nd quét mét
goc lwong giac voi tia dau Ou, tia cudi Ov va ki hiéu la (Qu,0v).

Géc lwong giac (Ou, Ov) chi duwoc xac dinh khi ta biét dwoc chuyén déng quay cua tia Om tir
tia ddu Ou dén tia cudi Ov (H.1.3). Ta quy wéc: Chiéu quay nguoc véi chiéu quay clia kim
dong hod la chiéu duong, chiéu quay cung chiéu kim déng ho 1a chiéu am.

u

Hinh 1.3

Khi d6, néu tia Om quay theo chiéu dwong ding mét vong ta néi tia Om quay goéc 360°,
quay dung 2 vong ta noéi né quay goc 720°; quay theo chiéu &m nira vong ta ndi nd quay goéc
-180°, quay theo chiéu am 1,5 vong ta noi nd quay goc —1,5-360° =-540°, ...

Khi tia Om quay géc «° thi ta néi géc lwong giac ma tia dé6 quét nén cbd sb do «°. S6 do cua
goc lwong giac co tia dau Ou, tia cubi Ov duoc ki hiéu la sd (Ou,Ov).

m. .

Ko Yo
o, u, v O uv Vv N e, ¥ U,‘ u

7 i
sd (Ou,0v) = 360° sd (Ou,0v) = 720° sd (Ou,0v) =-180°  sd (Ou,Ov) = -540°

[Mf‘ii géc lwong giac gbec O dwoc xac dinh bai tia dau Ou, tia cudi Ov va sb do clia né. ]

Cha . Cho hai tia Ou,Ov thi c6 v sb gbc lwong giac tia dau Ou, tia cudi Ov. Méi goc lvong
giac nhu thé déu ki hiéu la (Ou,0v). S6 do cla cac goc lwong giac nay sai khac nhau mét

bdi nguyén ctia 360°.



) Vidu 1. Cho géc hinh hoc uOv ¢é s6 do 60° (H.1.4). Xac dinh
s6 do cla cac gbc lwong giac (Ou,0v) va (Ov,0u).

Giai

Ta co:

— Cac géc lwong giac tia dau Ou, tia cudi Ov cé sb do la \
sd(Ou,0v) =60° +k360° (k < Z).

— Cac goc lwong giac tia dau Ov, tia cudi Ou cb sb do |a Hinh 1.4
sd (Ov,0u) = -60° + k360° (k € Z).

60°

» Luyén tdp 1. Cho géc hinh hoc uOv = 45°, Xac dinh sé do ciia goéc lvong giac (Ou,Ov) trong
méi trwdng hop sau:
v v

@] u 9] u
a) b)

b) Hé thirc Chasles w
) #92. Nhan biét hé thirc Chasles

Cho ba tia Ou, Ov, Ow v6i s6 do clia cac géc hinh hoc uOv
va vOw lan lwot 1a 30° va 45°.

a) Xac dinh sé do ctia ba goc lwong giac (Ow,0v), (Ov,0w) e .

va (Ou,0w) duoc chira & Hinh 1.5, o o A
b) Vé&i cac géc lwong gidc & cau a, chirng té rang cé mét sé

nguyén k dé sd (Ou,Ov) + sd (Ov,0w) = sd (Ou,Ow ) + k360°. Hinh 1.5

— e —— —— g — e ————

Hé thwre Chasles: Voi ba tia Ou, Ov, Ow bat ki. ta co
sd (Ou,0v )+ sd (Ov,0w) = sd (Ou,0w) + k360° (k € Z).

Nhan xét. Tw hé thiec Chasles, ta suy ra: Hé thie ndy twong ty
V&i ba tia tuy y Ox, Ou, Ov, ta c6 cong thirc

AB=0B-0A.

sd (Ou, Ov) = sd (Ox, Ov) — sd (Ox, Ou) + k360° (k e Z).
Hé thirc nay déng vai trd quan trong trong viéc tinh toan sé do
cua goc lueng giac.
) Vidu2. Cho mét goc lwong giac (Ox, Ou) cb sé do —270° va mot

géc lwong giac (Ox, Ov) co sb do 135°. Tinh s do clia cac géc
lwong giac (Ou, Ov).




Giai
Sé do cha cac géc lwong giac tia dau Ou, tia cudi Ov |a
sd (Ou, Ov) = sd (Ox, Ov) - sd (Ox, Ou) + k360°
=135° — (-270°) + k360° = 405° + k360°
= 45° +(k +1)360° =45° +m360° (Im=k+1, me 7).

Vay cac goc lwong giac (Ou, Ov) c6 s6 dola 45° + m360° (me Z).

) Luyén tip 2. Cho mét géc Iwong giac (Ox, Ou) ¢ s do 240° va mét goc lwong giac (Ox, Ov)
cd s6 do —270°. Tinh sé do cua cac goc lwong giac (Ou, Ov).

2.DON VI PO GOC VA PO DAI CUNG TRON

a) Bon vi do géc va cung tron
Pon vi dé: Dé do goc, ta dung don vi d6. Ta da biét: Géc 1° bang % goc bet.
Bon vi d6 dwoc chia thanh nhirng don vi nho hon: 1° =60 1 =60".

Déi voi cac goc lvong giac, khi ma sé vong quay trong chuyén déng tuong (ng tir tia Gau
dén tia cudi 1a kha lon thi s6 do cua ching tinh bang d6 sé tré nén cong kénh. Do d6, trong
khoa hoc va ki thuat, bén canh viéc do bang dd, ngudi ta con sir dung don vi do goéc bang
radian.

Pon vi radian: Cho dudng tron (O) tam O, ban kinh R va mét cung AB trén (O) (H.1.6).

" Ta néi cung tron AB ¢6 s6 do bang 1 radian néu d6 dai A
ctia n6 dang bang ban kinh R. 4

Khi d6 ta cling néi rang géc AOB c6 sb do bang 1 radian
vaviét AOB =1rad

A

o

Quan hé gitra d6 va radian: Do duong tron co 4o dai 1a 2zR
nén noé cé sé do 2x rad. Méat khac, dwong tron cé sé do bang

360° nén ta co6 360° = 2x rad.

Do d6 ta viét:
P=—rad va 1rad= [@JD
180 x )

Cha y. Khi viét sbé do ctiia mét goc theo don vi radian, nguoi ta thwdng khéng viét chir rad

Hinh 1.6

sau sé do. Chang han géc % dwoc hiéu la goc % rad.



P vidus3
a) Déi tir A6 sang radian cac sé do sau: 45°; 150°.

b) Déi tir radian sang d6 cac sé do sau: g; 57:
Giai
. S
a) Ta co: G =
45° =45.—=1:
18 4
5n
150° =150 - —— = >~
180 6
b) Ta co:
r =n (180Y
§=§(T) =600; rxrad=rr,[
50 5n (180
=— =295
4 4 ( T ]
» luyéntip 3
a) Déi tlr d6 sang radian cac s do sau: 360°; — 450°;
11n

b) Déi tr radian sang dd cac sé do sau: 3x; — -

Chu v. Dwéi day 1a bang twong (rng gitra s6 do bang do6 va sé do bang radian cla cac goc
dac biét trong pham vi tir 0° dén 180°.

S6 do dé 0° 30° 45° 60° 50~ | 120" | 185 | 160" | 1807
S6 do o | EFTANDETRETNREILE= | 2 | »
radian 6 4 3 2 3 - 6
b) D6 dai cung tron
) Ho3, Xay dwng coéng thirc tinh dé dai cua cung tron
Cho dwong tron ban kinh R.

a) D6 dai clia cung tron cé sbé do bang 1 rad la bao nhiéu?
b) Tinh dé dai / ctia cung tron ¢é s6 do « rad.

[Mf‘;‘at cung clhia duwdng tron ban kinh R va cé sé do o rad thi c6 d6 dai/ = Ra.]

) Vi du 4. Cho duwdng tron ban kinh 2 cm. Tinh d6 dai cung tron cé sé do %’t cua dudng tron do.

Giai
Do daiciuacungtrondéla: /=Ra=2- ‘%ﬂ = % (cm).

) Vin dung 1. Giéi bai toan & tinh huéng mé dau.



3.GIATRILUONG GIAC CUAGOC LUONG GIAC

a) Budng tron lwong gidc
) uo4a. Nhan biét khai niém dwdng tron lwong giac

Trong méat phang toa dd Oxy, vé duro*ng trén tdm O ban kinh R = 1. Chon diém gbc cua
dwdng tron l1a glao diém A(1; 0) cua dwcrng tron v&i truc Ox. Ta quy woc chiéu dwu’ng cua

duang tron |1a chiéu ngwoc chiéu quay ctia kim dong hé va chiéu am la chiéu quay cta kim
déng hé.

a) Xac dinh diém M trén dudng tron sao cho sd (OA, OM) = pE

&
n y4
b) Xac dinh diém N trén dwdng tron sao cho sd (OA, ON) = 3 3l B
( hy | A—— K
« Puwong tron lrong giac 1a dwdng tron cd tam tai gbe : {
toa d6, ban kinh bang 1, dwoc dinh huéng va lay diém i JH = r
A(1; 0) lam diém géc cua duwdng tron.
« Diém trén dwong tron lwong giac biéu dién goéc luong \
giac c6 sb do o. (36 hoac radian) |a diém M trén duwong B S
tron lwong giac sao cho sd (OA, OM) = a. B’
. g Hinh 1.7

) Vi du 5. Xac dinh cac diém M va N trén duong tron lwong giac 1an lwot biéu dién cac goc

lwong giac cé sé do bang % va —150°.
Giai
Didm M trén dwdng tron lwong giac biéu didn goc lvong giac ¢ sé do bang 137 duoc

xac dinh trong Hinh 1.8. #

Piém N trén dwong tron lwong giac biéu dién goc lwong giac cd sé do bang —150° dwoc
xac dinh trong Hinh 1.8,

Hinh 1.8

) Luyén tip 4. Xac dinh cac diém M va N trén dwong tron luong giac 1an lwot biéu dién cac goc
lwong giac c6 sé do bang ——1?- va 420°.

10



b) Cac gia tri lwong gidc cia géc lwong gidc

) uos. Nhéc lai khai niém cac gia tri lwong giac sin o,
cos a, tan a, cot a cua géc a (0° <o <180°) da hoc
o l6p 10 (H.1.9a).

Hinh 1.9a Hinh 1.9b

Ta c6 thé mé rong khai niém gia tri lwong giac cho cac goc lwong giac co sé do tuy y nhu sau:
Gia st M(x; y) la diém trén dwong tron lwong giac, biéu didén goc lwong giac cé sé do «
(H.1.9b).

F ] ™\

-

Hoanh dé x ctia diém M dwoc goi la cosin cha o, ki hiéu 13 cosa.
cosa = X.

Tung d6 y ctia diém M dwoc goi la sin cla o, ki hiéu la sina.

sina. =Y.
. _z Sina e . e i
« Néucosa=0,tisd dwoc goi la tang cla a, ki hiéu la tana.
cosa
sino .
tano = =£ (X#G).
cosa X
~ ' * A Gﬂsa . - -~ » - -~ 5
» Neéusina =0, tisd — dwoc goi la cotang cua a, ki hiéu la cota.
sin o
coso. X
coto=——==— (y #0).
sina.

Cac gia tri cosa, sina, tana, cota dwoc goi la cac gia tri lwong giac cla o.

Cha y
a) Ta con goi truc tung la truc sin, truc hoanh la truc cosin.
b) Tlr dinh nghia ta suy ra:
+ sina, cosa xac dinh véi moi gia tri cia o va ta co:
-1<sina <t -1<cosa<? sin(a+k2rn)=sina; cos(a+k2r)=cosa (ke Z).

« tana xac dinh khi o = -;- +kn (k € 7).

« cota xac dinh khi a # kn (k € Z).

<



« DA&u cla cac gia tri lwong gidc ctia mét gbe lwong giac phu thudc vao vi tri diém biéu dién
M trén duéng tron lwong giac (H.1.10).

}"‘
B
Goc " ;
Gt e I m | v
lwong giac ”
COoS o i’ - - + A’ ONw! JA X
sin o + + - - :
tan a + — i+ - i Kl.. NS
cot a + - + - B' "
s inh 1.1
) Vidu 6. Cho géc lwong giac cé s do bang —g. T
a) Xac dinh diém M trén dwdng tron lwong giac biéu dién goc lwong gidc da cho.
b) Tinh cac gia tri lwong giac cta goc lwong giac da cho.
Giai
a) Didm M trén dudng tron lvong gide bidu didn goc lvong giac cé sé do la —— dwoc xac dinh
trong Hinh 1.11. »
},l
b) Ta c6: -t
n) 1 T J3
cos| —— |==; sin| —= |=——;
( 3J 2 [ 3J 2 / \
sin(— n:j COS [—E) | <
| 1 '. o\ =« A X
tan[—§)=—.—3=—\/§, cﬂt[—%]=—'—3—=—7- 3
DDS(—E] sm(—nj 3 X J3 :
.3 T @ b
5 biiss i
) Luy@n tdp 5. Cho goc luong giac co sb do béng Fﬂ‘ - -
a) Xac dinh diém M trén duéng tron lwong giac biéu dién géc lwong giac da cho.
b) Tinh cac gia tri lvong giac cua goc lwong giac da cho.
c) Gia trilrong gidc cua céc goc dic biét
0 = 2 - i
Goc a 6 4 3 2
# 30° 45° 60° 90°
sina 0 e —Jg ﬁ 1
2 2 2
cosa 1 ﬁ é 1 0
2 2 2
1
tana 0 = 1 3 Khéng xac dinh
J§ V3 g .
1
cot Khéng xac dinh 1 = 0
o g X I J3 V)

p 3



d) St dung may tinh cam tay dé dai s6 do goc va tim gia tri lwong giac cia goc
C6 thé dung may tinh cam tay dé tinh gia tri lwong giac clia géc lwong giac va doi sé do do
cua cung tron ra radian va nguoc lai.

) Vi du 7. S&r dung may tinh cam tay dé tinh: sin[—gn]; tan63°52'41" (Ilam tron két qua dén
chir s6 thap phan thir tw). 4

Giai
Tinh Bam phim Man hinh hién| Két qua
Sin(_@) ) 0 (4) 6 ©) (@) 68 () D) (@) ) & _g 0,707
4
tan63°52'41" | (1) foog) (3] (tan) (€] (3] (2 (B] (2] b2 (@) () £ D] (=) | 2.039276645 | 2,0393

') Vidu 8. a) Ddi 33°45' sang radian; b) Doi % (rad) sang do.
Giai
J‘?'éi Bam phim Man hinh hién| Két qua
so do P : q

3
33°45" | (s Woo) (2] (3] (3] () (4] (8] b ) (DRGP) (1) & 16" 16" (rad)

3
z("ad) e oog) (3] (A (3] (=) (4] O] wr)) (DRGP) (2] (E) B | 42°58'18.6" | 42°58'19"

) Luyén tip 6. St dung may tinh cam tay dé:
a) Tinh: cos-?'?n; tan(-37°25");
b) Déi 179°23'30" sang radian;

c) Péi g (rad) sang do.

4.QUAN HE GIU'ACAC GIATRILUONG GIAC

a) Cac cong thirc lvong gidc co ban
) 106 Nhéan biét cac cong thire lwrong giac co’ ban
a) Dwa vao dinh nghia cla sino. va cosa, hay tinh sin? a + cos? .

b) Sr dung két qua ctia HP6a va dinh nghia cla tana, hay tinh 1+ tan? a.



Déi véi cac gia tri lwong giac, ta cé cac hé thirc co ban sau:

r b
sin? o+ cos? o =1

1+tan® o = >

(ﬂ.?&E-FkTI:,kEE)
cos‘ a. 2

1+ cot? o =

—— (a#kn, keZ)
sin‘ o |

tana -cota =1 (rx :ek?ﬂ, kEZJ.

L. "

) Vidu9. Tinh cac gia tri lwong giac clia géc o, biét: sina = % va 90° < o < 180°.
Giai
Vi 90° < a0 <180° nén cos . < 0. Mat khac, tir sin® o +cos® a. =1 suy ra

3
Do do, taﬂt:)t:sma o =—Evé cota = 1 - L :—E.
cosa. 4 4 tana 3 3
9 4

) Luyén tap 7. Tinh cac gia tri lwong gidc cla goc a, biét: cosa = —% van<a< 3?“'

b) Gia tri lrong gidc cua cic goc cd lién quan dic biét

) 1#07. Nhan biét lién hé gilra gia tri lwong giac cua cac goc dbi nhau
Xét hai diém M, N trén dwong tron lwong giac xac dinh béi hai géc ddi nhau (H1.12a).

a) Cé nhan xét gi vé vi tri cta hai diém M, N dbi voi hé truc Oxy? T d6 rat ra lién hé gitra:
cos(—a) va cosa, sin(—a) va sina.

b) Tir két qua HD7a, rit ra lién hé gitra: tan(—a) va tana; cot(-a) va cota.
V&i két qua HD7, ta cd lién hé gira cac gia tri lwong giac:

« Goéc dbi nhau (o va —a)

YA
' ™ M o
cos(—a)=cosa :
sin(-a) = -sina :
I (X
tan(-o)=—tana ; ¥
, O _er A X
cot(—a) = —cota. :
\ > I
S0
Hinh 1.12a



Tuong tw HD7, ta clng cé lién hé gilra gia tri lwong giac cua cac goc bu nhau, phu nhau va

hon kém =, nhw sau:

« Gécbunhau(ava n—a)

r N

sin(mt—a)=sina
cos(mt—a)=-cosa
tan(n - a)=-tana

cot(n —a)=—cota.
\ >

» G6c¢ phu nhau (o va g-- o)

s \

. (7
sin| ——a |=cosa
(2 )

DDS{E—(I)—SEHQ
2

T
tan| —— o |=cot
(2 ”‘] ’

i
col| ——a |=tano.
(2 ]

.L J

« Gochonkém= (ava n+a)

r ™\
sin(r+a)=-sina

cos(m+ a)=—-cosa
tan(n+a)=tana

cot(n + a) = cot c..
\ /

Ya

Hinh 1.12b

-
=

Hinh 1.12¢c

o

M

S A
"
T '
L o

O

i
/
[
|
|
‘I
.\

\¢ o
A ST

Hinh 1.12d

Chu v. Nhé céac cong thirc trén, ta co thé duwa viéc tinh gia tri lvong giac clia mét géc lwong

giac bat ki vé viéc tinh gia tri lwong giac ctia géc o véi 0 < a < g—

Y Vidu10. Tinh: a) cos [— %), b) cut(—ﬁ?ﬁ“).
Giai. Ta co;
11n 11n 3n ' 3n 3n
a) cos| —-—— |=cos—=cos| —+2n |=c08S—=-CO8| n— —
4 4 4 4 4

b) cot(—ﬁ?E“ ) = cot(45“ ~2.360° ) = cot45° =1,

)) uyéntip 8. Tinh:  a) sin(-675°);

15n
tan —.
b) tan 2

"GDSE Q
4 2



) Vin dung 2. Huyét ép cla mbi nguoi thay dbi trong ngay. Gia str huyét ap tam truwong (tire

16

la ap Iwc mau Ién thanh ddng mach khi tim gian ra) cua mét nguéi nao d@é ¢ trang thai nghi
ngoi tai thdi diém t dwoc cho béi cong thire:

B(t) =80+?sinn—t,
12

trong do6 t la sé gi& tinh tl IUc nira dém va B(f) tinh bang mmHg (milimét thuy ngan).
Tim huyét ap tam trwvong cla ngwdi nay vao cac thoi diém sau:

a) 6 gio sang; b) 10 gi& 30 phut sang; c) 12 g trua; d) 8 gi® toi.
BAITAP
1.1. Hoan thanh bang sau:
Sé do do 15° ? 0° 900° ? ?
Sé do radian ? K ? ? .. 15
8 12 8

1.2. Mét duwdng tron ¢6 ban kinh 20 em. Tim d6 dai clia cac cung trén dwdng tron d6 cé sb
do sau:

a) —: b) 1,5; c) 35°: d) 315°.
12
1.3. Trén dwéng tron lwong giac, xac dinh diém biéu dién cac géc lwong giac ¢o sé do sau:
a) 2%, p) -2, ) 150°; d) 225°.
o 4
1.4. Tinh cac gia tri lwong giac clia goc a., biét:
a)cus::f;:%vé 0{:1«::%; b)sinuzgvé%{m{n;
3n 1 L ST
c)tana=\/§va:r{uc:—; d) coloa=——= va — < a <27
2 J2 2
1.5. Chirng minh cac dang thic:
2 2
a) cos* o —sin* o =2cos? o - 1; gy 2 Bt . LU e L Y

sin? o

1.6. M6t nguoi di xe dap véi van téc khdng déi, biét rang banh xe dap quay dwoc 11 vong
trong 5 giay.

a) Tinh géc (theo dé va radian) ma banh xe quay dwoc trong 1 giay.

b) Tinh d6 dai quang dwdng ma nguoi di xe da di dwoc trong 1 phut, biét rang dwdng kinh
cua banh xe dap la 680 mm.



CONG THUC LUONG GIAC <<

THUAT NGO | KIEN THU'C, Ki NANG
+ Cong thirc cdng : + MG ta cac phép bién doi lugng gidc co ban: cong thirc cong;
« Céng thirc nhan doi :  cdng thirc géc nhan doi; cong thirc bién ddi tich thanh tong

« Cong thirc bién d8i tich thanh tdng | Y& ©0ng thirc bin doi tong thanh tich.

« Cong thirc bién d8i tdng thanh tich | * Gidi quYet mot so van de thyc tien gan voi gia trj lirgng giac
i cla goc lwong giac va cac phép bién ddi lwong giac.

Mot thiét bi tré ki thuat sé 1ap lai tin hiéu dau vao bang cach 13p lai tin hiéu dé trong
mét khoang théi gian ¢b dinh sau khi nhan duwoc tin hiéu. Néu mét thiét bi nhw vay nhan
dwoc nét thuan f,(t)=5sint va phat lai dwoc nét thuan f, (t)=5cost thi am két hop
la f(t)=f,(t)+£(t), trong Go t 1a bién thoi gian. Chirng 16 rang am két hop viét dwoc
duwdi dang f(t)=ksin(t+¢), tic 1a am két hop |& mét séng am hinh sin. Hay xac dinh
bién & 8m k va pha ban dau ¢ (-n < ¢ < 7) clia sébng am.

1. CONG THU'C CONG
) #o1. Nhan biét cong thire cong

a) Choa= Tvab= g, hay chirng té cos(a — b) =cosacosb + sinasinb.

b) Bang cach viét a + b =a—(—b) va tr cong thirc & HD1a, hay tinh cos(a + b).

¢) Bang céach viét sin(a-b) = cus{g —(a- b)] = COoS H% - a] i b] va str dung cong thire
vira thiét 1ap & HD1b, hay tinh sin(a - b).

f ™

cos(a—b)=cosacosb+sinasinb
cos(a+b)=cosacosb —sinasinb
sin(a—b)=sinacosb —cosasinb
sin(a + b)=sinacosb + cosasinb
tana—-tanb

tan(a—b) =
( ) 1+ tanatanb

tana + tanb
1-tanatanb

(gia thiét cac biéu thirc déu cé nghia).

\ i

tan(a+b) =

') Vidu 1. Khéng dung may tinh, hay tinh:
T

a) cos75%; b) tan —.
) ) 12



Giai

V2 3 21 _J6-2
g 2 £ 2 4 -

a) cos 75° = cas(45° § 3o°) ~ c0s45° cos 30° - sin45° sin30° =

- “J— tang—tan: 31 (@_1) YA

b) tan— -tan(———
Ly & A 1+tan;+tan: S4B 31

) Vi du 2. Chirng minh rang sin x +cos x = stin(x + %)
Giai
Ta cd

Jﬁsin(;ﬁ%] = Jﬁ[sinxcusg+cusxsin%)=«f§{5inx -%+cuax -%}:sjnmcosx

DPang thirc dwoc chirng minh.
) Luyén tip 1. Chirng minh rang:

a) sinx —cos x =J§sin(x —%J;

b) ta (E_XJ=1—tanx (X¢E+kn,x;e3—ﬂ+kmke?j}
4 2 4

1+tanx

) Vin dung 1. Giai bai toan trong tinh huéng mé dau.

2.CONG THU'C NHAN BOI

) D2, Xay dwng coéng thire nhan doi
L4y b = a trong cac cong thirc cong, hay tim céng thirc tinh: sin2a; cos2a; tan2a.

e A — S S _..--_.-_.-...._--.-._.n.—._,-.,“I

sin2a =2sinacosa
cos2a=cos’a-sin‘a=2cos’a-1=1-2sin’a

laHZEzﬁza—.
1-tan“a

. A

) Vidu3. Cho cosa= —% [gc:a -:n} Tinh sin 2a.

Giai
- — 1 _ [ 1_[8_242
Vi — <a<nnénsina>0. Do dé sina=+v1-cos’a = 1—(——) = 1——=\/:=—.
2 3 9 9 3
Vay sin2a = 2sinacosa = Z-i-[—:s]:—%i-.



Cong thire ha bac:

') luyén tdp 2. Khdng dung may tinh, tinh msg. ,  1+cos2a
Cos a-= 5
it g 1-cos2a

S

3.CONG THU'C BIEN POI TICH THANH TONG

) woz. Xay dwng cong thire bién ddi tich thanh téng

a) Tlr cac cong thirc cdng cos(a + b) va cos(a—b), hay tim: cosacos b; sinasinb.

b) Tlr cac cong thirc cong sin(a + b) va sin(a - b), hay tim: sinacosb.

”~ Y 3

cosacosh = %[cus(a—bhcus(a + b]]

, . 1
bh=— . b
sinasin z[cos(a )—cos(a+ )]

1
[ b=—|sin(a-b ' b)|.
sinacos 2[sm(a )+sin(a+b)]

) Vidu 4. Tinh gia tri cla cac biéu thirc:

A= cnss—-cus?—ﬂ' B = cos 75° sin15°,
12 12

Giai

Ta co: )
A= c:c:rss—r.:t:.tsE l cos [E—E] 005(5—+?—EJ
12 12 2 12 12 12 12
=1 GDS( ﬂ]+cus £- J_ 2
2 6 2| 2 4

B =sin15°- cos 75° = %[sinﬁ 5° —75°) + sin(15° + 75° )]

:l[sin(—60“)+sin90“:|:1[—£+1J 2-3
2 2( 2 4

) Luyén tip 3. Khdng dung may tinh, tinh gia tri cGa cac biéu thirc:

A=cos75%cos15°;, B= slns—msE
12 12

a8,



4.CONG THU'C BIEN DOI TONG THANH TiCH
) 104, Xay dwng céng thire bién dbi tdng thanh tich

Trong cac céng thirc bién ddi tich thanh téng & Muc 3, dat u=a—b, v =a+ b va viét cac
cong thirc nhan duoc.

u+v u-v
COSU + COSV = 2C0S 5 COSs 5

. U+v . u—-v
COSU — COSV = —2S8in > sin 5

4 : . U+V u-v
sSinu +sinv = ZSIHTCDST

3 ‘ H+V . =¥
sinu —sinv = 2cos 5 Ssin 5

) Vi du5. Khdng dung may tinh, tinh gia tri cta biéu thirc A = sing - sin i +sin ?—E
Giai
A =(5ing+sin%"[j—sinE =2sin ail EDSE—SinE =si an —singz 0.

) wuyén tip 4. Khdng dung may tinh, tinh gia tri ctia biéu thirc

T 5n 11n
B=cus§ + COS — + COS —.

) Vén dung 2. Khi nhan mét phim trén dién thoai cam (rng, ban phim sé tao ra hai am thuén,
két hop v&i nhau dé tao ra am thanh nhan dang duy nhat phim. Hinh 1.13 cho thay tan
sO thap f, va tan so cao £, lién quan dén moéi phim. Nhan mét phim sé tao ra song &m
y = sin(2nfit) +sin(2nf,t ), & d6 t la bién thoi gian (tinh bang giay).

a) Tim ham s6 mé hinh hoa &m thanh dwoc tao ra khi nhan phim 4.

b) Bién dbi cong thirc vira tim dwoc & cau a vé dang tich ctia mét ham sé sin va mét ham

sé cosin.
Tan sb cao
1209 Hz 1336 Hz 1477 Hz

| | |
697 Hz — [ 1 2 3

770 Hz —»
Tan sb e 4 5 6
thp 852Hz —» [7 8 9
041 Hz —s [ 0 m

Hinh 1.13



BAITAP

1.7. Str dung 15° = 45° —30°, hay tinh cac gia tri lwong giac cla géc 15°.
1.8. Tinh:

a) cns(a+£}, biét sina:i va Zca<m
6 J3 2

b) tan a—E], biét :z:f::nsaz—1 va n{a{ﬂ_
4 3 " s

1.9. Tinh sin2a, cos2a, tan2a, biét:

1 .= 3n
Vva —< a<<—.

: 1 .= ,
a)sina=—va—<a<m; b) sina +cosa=—
3 2 2 2 4

1.10. Tinh gia tri ctia cac biéu thirc sau:

| ¢ IT i
+ SIN COs

sin _ cos E < ! -
a) A= 152 10 ’2? 15. b) B = 8iN—-COS —— COS — COS .
cos <" cos " —sin“"sin” o2 At 8

15 5 15

1.11. Chirng minh dang thirc sau:

sin(a+ b)sin(a—-b)=sin” a-sin® b =cos” b —cos” a.
1.12. Cho tam giac ABC co B=75%C=45°vaa=B8C=12cm.

a) Str dung cbng thire S = %ab sinC va dinh li sin, hdy chirng minh dién tich ctia tam giac

ABC cho béi cong thirc

a’sinBsinC

~ 2sinA

b) Str dung két qua & cau a va cdng thirc bién déi tich thanh téng, hay tinh dién tich S ctia
tam giac ABC.

1.13. Trong Vat li, phwong trinh téng quat clia mét vat dao déng diéu hoa cho bdi cong thire
x(t) = Acos(wt + ¢), trong @6 t 1a thoi diém (tinh bang gidy), x(f) 1a li G6 cla vat tai thoi

diém t, A la bién d6 dao dong (A > 0) va ¢  [-m;n] 1a pha ban dau cia dao dong.
Xét hai dao déng diéu hoa c6 phwong trinh:

x1(t)=2005[§t +-g-) (cm),
X,5(t) = 2005[31?— %] (cm).

Tim dao déng tdng hop x(t) = x,(t) + x,(t) va slr dung céng thirc bién déi téng thanh tich
dé tim bién d6 va pha ban dau cua dao dong téng hop nay.

21



HAM SO LUGNG GIAC <<<<

THUATNGD  : KIEN THUC, KINANG

+ Ham s lwong gidc : » Nhan biét cac khai niém vé ham s6 chdn, ham sb I&, ham sé tudn hoan.
Ham s6 chan . « Nhan biét c4c dac trung hinh hoc cia dd thi ham s6 chén, ham s 18,
Ham sé 1é - ham s6 tudn hoan.

Ham s6 tudn hoan | * Nhan biét cac ham s luong gidc y =sinx, y =cosx, y=tanx,

L]

y = cotx théng qua dwdng tron lwong giac. M6 ta bang gia tri ctia bén
ham s6 lwong giac dé trén mét chu ki.

« V& db thi clia cac ham sb y =sinx, y =cosXx, y =tanx, y = cotx.

: « Giaithich tap xacdinh; tap gia trj; tinh chét chan, Ié; tinh tuan hoan; chu ki;
khoang déng bién, nghich bién clia cdc ham sb y =sinx, y =cosx,
y =tanx, y = cot x dwa vao dd thi.

» Giai quyét mot s6 van dé thyec tién gén v&i ham sb lwong giac.

Db thi ciia ham sb
lwong giac :

Gia str van téc v (tinh bang lit/gidy) cta lubng khi trong mét chu ki hé hap (ttrc 1a thoi gian tir
I bat dau cla mét nhip thd dén khi bat dau cda nhip thé tiép theo) clia mét ngudi nao dé
o trang thai nghi ngoi dwoc cho béi cong thirc

ot
=0,85sin—,
v sin 3

trong d6 t1a thdi gian (tinh bang gidy). Hay tim thdi gian ca mét chu ki hd hap day du va s
chu ki hé hép trong mét phut clia nguéi do.

1. DINH NGHIA HAM SO LUONG GIAC

) Wo1. Hoan thanh bang sau:

# sin x COS X fan x cot x
2 ? 2 2 2
6
0 ? ? ? ?
= ? ? ? ?
2
Véi mbi sé thuc x, ta xac dinh dwoc duy nhat mét diém M gty

trén dwong tron lwong giac sao cho sé do cua géc lwong
giac (OA,OM) bang x. Do d6, ta luén xac dinh dwoc cac gia
tri lwong giac sin x va cos x cla x lan lwot la tung d6 va hoanh
sin x
COS X

dé cla diém M. Néu cos x = 0, ta dinh nghia tan x = va A’

COS X
sinx

néu sinx =0, ta dinh nghia cot x =




T day, ta ¢ dinh nghia sau vé cac ham sé lwong giac.

-

la y = sinx.
Tap xac dinh ctia ham sé sin la R.

ki hiéu la y = cosx.

Tap xac dinh cta ham sé césin 1a R.
sin x
coS X

+ Ham s cho bang céng thirc y =

Tap xac dinh cGia ham sé tang 1a R\ {121:- +kn|k e Z}.

« Ham sé cho bang céng thirc y = 25X

sin x
Tap xac dinh cGia ham sé cotang la R\ {kn | k e Z}.

'\

« Quy tac dat twong irng méi sé thuc x voi sé thuc sinx dwoc goi 1a ham sé sin, ki hiéu

« Quy tac dat twong rng mbi s6 thuc x v&i sbé thwe cosx dwoc goi la ham sé cosin,

dwoc goi la ham sé tang, ki hiéu la y = tanx.

: duwoc goi la ham s6 cotang, ki hiéu la y = cotx.

) Vidu1. Tim tap xac dinh ctia ham sé y =
Giai

COS X

Biéu thirc

c6 nghia khi cos x # 0, tirc 1a x = = + kn (ke Z).
COS X 2 ;

Vay tap xac dinh ctia ham sb da cho Ia Fi\{%+knl ke.%}.

) Luyén tip 1. Tim tap xac dinh ctia ham s6 y =

sinx
2. HAM SO CHAN, HAM SO LE, HAM SO TUAN HOAN
a) Ham sé chan, ham sd lé
) uB2. Cho hai ham sé f(x) = x* va g(x) = x°, v6i cac dé thi nhu hinh du6i day.

A A

N WS

y
4
3
2

1

Dé thi ham sb y = f(x) = X2 D6 thi ham sb y = g(x) = x°



a) Tim cac tap xac dinh D,, D_ cia cac ham sb f(x) va g(x).

b) Chirng té rang f(-x) =f(x),vx € D;. C6 nhan xét gi vé tinh @i xirng clia d6 thi ham sé
y = f(x) di v&i hé truc toa dd Oxy?

¢) Chirng té réng g (-x) = -g(x),Vx e D,. C6 nhén xét gi ve tinh doi x(rng ctia d6 thj ham so
y = g(x) @i v&i hé truc toa @6 Oxy?

Cho ham s6 y = f(x) co tap xac dinh la D.

« Ham sé f(x) dwoc goi la ham s chan néu Yx e D thi —xeD va f(-x) = f(x).
D6 thi ciia mét ham sé chan nhan truc tung la truc déi xirng.

« Ham sé f(x) duoc goi la ham sb 1é néu Vx e D thi —x e D va f(—x) = —f(x).

D6 thi cia mét ham sé 1é nhan gbc toa dd Ia tam ddi xirng.

L v

Nhan xét. Dé v& do thi cia mot ham sé chan (twong (rng, I€), ta chi can vé phan dd thi
cta ham sé nam & bén phai truc tung, sau dé lay déi xirng phan dé thi da vé qua truc tung
(twong (rng, qua gbc toa dd), ta sé duoc dd thi ciia ham sé da cho.

) Vidu 2. Xét tinh chan, 1é clia ham sé f(x) = xsin x.

Giai
Tap xac dinh cia ham sé la D= R.
Do d6, néu x thudc tap xac dinh D thi —x ciing thudc tap xac dinh D.

Ta co: f(—x)=(-x)sin(-x)= xsinx =f(x), YxeD.

Vay f(x) = xsin x la ham sé chan.

) Luyén tip 2. Xét tinh chan, |é clia ham so g(x) = %

b) Ham s tuan hoan
» HD3. So sanh;
a) sin(x +2r) va sinx; b) cos(x + 2r) va cos x;
c) tan(x + ) va tan x; d) cot(x +m) va cot x.
- \

Y

Ham sé y = f(x) cb tap xac dinh D dwoc goi l1a ham sé tuan hoan néu ton tai s6 T =0
sao cho véi moi x € D ta cé:

)X+TeDva x-T eD,
i) f(x+T)=F(x).

Sé T dwong nhd nhat thoa man cac diéu kién trén (néu cé) dwoc goi la chu ki cla
ham s6 tuan hoan do.

o

Ham sb hang f(x) = ¢ (c 1a hang sb) cé phai la ham sé tuan hoan khéng? Néu ham sé
tuan hoan thi né cé chu ki khéng?



Nhan xét

a) Cac ham sbé y = sinx va y = cosx tuan hoan véi chu ki 2z. Cac ham sé y = tanx va y = cotx
tuan hoan véi chu ki =.

b) D& vé& db thi clia mét ham sé tuén hoan véi chu ki T, ta chi can vé db thi clia ham sé nay
trén doan [a; a + T ], sau do dich chuyén song song v&i truc hoanh phan dé thi da vé sang
phéi va sang trai cac doan c6 d6 dai lan lvotla T, 27, 37, ... ta dwoc toan bd d6 thi cla
ham sé.

) Vi du 3. Xét tinh tuan hoan clia ham s y = sin2x.
Giai
Ham sé c6 tap xac dinh la R va véi moi sé thue x, ta co:
Xx—-nelk x+nelk,
sin2(x + n)=sin(2x + 2x) = sin2x.
Vay y = sin2x 1a ham sé tuan hoan.
Cha y. Téng quét, ngwoi ta chirng minh dwoc cac ham sé y = Asinox va y = Acos ox

(@ # 0) 1a nhirng ham s6 tuan hoan v&ichu ki T = 25

ol
) luyén tdp 3. Xét tinh tuan hoan clia ham sé y = tan2x.

3. D0 THI VA TiNH CHAT CUA HAM S0 y = sin x
) #B4. Cho ham sé y = sinx.

a) Xét tinh chan, 1é ctia ham sé.

b) Hoan thanh bang gia tri sau clia ham so o sin x trén doan [-x; 7] bang cach tinh gia tri
clia sinx v&i nhirng x khéng am, sau d6 s dung két qua cau a dé suy ra gia tri twong (rng
cua sinx v&i nhirng x am.

" = | A | & 0 T T 3 .
4 2 4 4 2 4
y = sinx ? ? ? ? ? ? ? ? ?

Bang céach lay nhiéu diém M(x; sinx) véi x e[-=; n] va ndi lai ta dwoec db thi ham sé
y =sinx trén doan [-=, ).

c) Bang cach lam twong tw cau b cho cac doan khac c6 d6 dai bang chu ki T = 2z, ta duwoc
dé thi ctia ham sé y = sin x nhw hinh dwdi day.

Hinh 1.14



Tir 6 thi & Hinh 1.14, hay cho biét tp gia tri, cac khodng déng bién, cac khoang nghich bién
ctia ham sé y =sinx.

~ B

Ham sé y =sin x:
Cé tap xac dinh la R va tap gia tri la [-1; 1];
La ham sé 1é va tuan hoan voi chu ki 2;

DPéng bién trén mdi khoang [_E + K21 %+ kgnj va nghich bién trén mdi khodng

[L k2m Emznj,k e Z:
2 2

C6 db thi dbi xirng qua gbc toa dd va goi la mét dwdng hinh sin.

) Vidu 4. St dung d6 thi & Hinh 1.14, hay xac dinh céac gia tri cha x trén doan [_E; 3_“] dé

ham sb y = sin x: 2 2

a) Nhan gia tri bang 0; b) Nhéan gia tri dwong.

Giai

a) Tlr d6 thi ta suy ra trén doan {—g; %]. y=0khix=0;x ==

b) Ham sé nhan gia tri dwong (ing v6i phan @ thi ndm trén truc hoanh. T @8 thi ta suy ra
trén doan [—g; iﬁ] thi y > 0 khi x € (0; ).

) Luyén tip 4. Tim tap gia tri cia ham sé y = 2sinx.
) Vin dung 1. Xét tinh huéng mé dau.
a) Giai bai toan & tinh huéng mé dau.
b) Biét rang qua trinh hit vao xay ra khi v > 0 va qua trinh thé ra xay ra khi v < 0.
Trong khodng théi gian tir 0 dén 5 gidy, khoang thdi diém nao thi ngudi dé hit vao? nguodi
doé thd ra?

4.D0 THIVATINH CHAT CUAHAM SO y=cos x

) #o5. Cho ham sé y = cos x.
a) Xét tinh chan, Ié ctia ham so.

b) Hoan thanh bang gia tri sau ctia ham sé y = cos x trén doan [-x; ©] bang cach tinh gia tri
cda cos x véi nhirng x khéng am, sau d6 sir dung két qua cau a dé suy ra gia tri twong
(rng cua cos x voi nhirng x am.

X ~n L. = = 0 2 2 L n
4 2 4 4 2 4
y = COSX ? ? . ? ? ? ? ? 2

Bang cach lay nhiéu diém M(x; cos x) voi x [-m; n] va ndi lai ta dwoc dd thi ham sé
y = cos x trén doan [-=; =].



c) Bang cach lam twong tw cau b cho cac doan khac c6 dé dai bang chu ki T =27, ta dwoc
do thi cia ham sé y = cos x nhw hinh dwéi day.

= COSX
}"'1 5
I S e o R 7 = 5
[} \ =T, ] me—
—2m N\ 2 . Z 2 "
3 — O * H: g-f 2 \ X
------ 2- - - ----------.:1----2-----&-:-«.-----g----. -
- f]
: T =2n -
Hinh 1.15

T d6 thi & Hinh 1.15, hdy cho biét tap gia tri, cac khoang déng bién, cac khoang nghich bién
clia ham sé y = cosx.

~ ™

Ham sb y = cos x:
« Co tap xac dinh la R va tap gia tri la [-1; 1];
« La ham s6 chan va tuan hoan véi chu ki 27;

« Déng bién trén méi khodng (- + k2r; k2r) va nghich bién trén méi khoang
(k2mm+ k2m), k € Z;

« C6 db thi la mét dwong hinh sin d6i x(rng qua truc tung.

L o

rd

) Vi du 5. St dung db thi & Hinh 1.15, hay xac dinh cac gia tri clia x trén doan {—'3—11; E] de
ham s6 y =cos x: 2 2
a) Nhan gia tri bang O; b) Nhan gia tri am.
Giai
a) Tir db thi ta suy ra trén doan {_3_”; E} B R s s R, R,
2142 2 2 2
b) Ham sé nhan gia tri &am (ng v&i phan dé thi ndm duéi truc hoanh. Tur db thi ta suy ra trén

doan [-%; g], thi y < 0 khi x E[—%;—%}

) Luyén tip 5. Tim tap gia tri clla ham s6 y = -3cos x.

) vin dung 2. Trong Vat li, ta biét rang phwong trinh téng quéat cia mét vat dao dong diéu hoa
cho béi cdng thirc x(t) = Acos(wt + ¢), trong d6 t1a thdi diém (tinh bang gidy), x(f) 1a i @ caa
vat tai thoi diém ¢, A la bién d6 dao dong (A > 0), ot + ¢ 1a pha ctia dao dong tai thoi diém ¢
va ¢ €[-m; 7] 1a pha ban dau cla dao déng. Dao déng diéu hoa nay cé chu ki T = L (tiec 1
khodng théi gian dé vat thuc hién mét dao déng toan phan). N
Gia sir mdt vat dao ddng diéu hoa theo phwong trinh x(t) = -5cos 4xt (cm).

a) Hay xac dinh bién do va pha ban dau cua dao dong.

b) Tinh pha ctia dao dong tai thoi diém f = 2 (gidy). Hoi trong khoang thoi gian 2 giay,
vat thue hién dwoc bao nhiéu dao déng toan phan?

27



5. 90 THI VA TiNH CHAT CUAHAM SO y=tan x

) #96. Cho ham sé y = tan x.

a) Xét tinh chan, 1& clia ham sé.

b) Hoan thanh bang gia tri sau ctia ham s y = tan x trén khoang [—E; g)
= - & 0 E i =
o 3 4 6 6 4 3
y =tanx ? ? ? ? ? ? ?

B&ng céch lay nhidu diém M(x: tanx) voi x e [—12"1; f’—‘-) va néi lai, ta dwoc dd thi ctia ham
sb y =tanx trén khoang [—%; %]

¢) Bang cach lam tuong tw cau b cho cac khodng khac co dd dai bang chu ki T = &, ta dwoc
d6 thi cia ham s6 y = tan x nhw hinh dwéi day.

v A

- o o e w8
Il
I . 1

Hinh 1.16

Tl @6 thi & Hinh 1.16, hay tim tap gia tri va cac khoang ddng bién ctia ham sé y =tanx.

r N

Ham sb y = tan x:

Co tap xac dinh la R\{%+ knlkez} va tap gia tri la R;

La ham sb Ié va tuan hoan voi chu ki =

Pong bién trén méi khoang [-—-g- + Kk, -;- + kn),k e Z,

Cé do thi déi xirng qua gbc toa dé.




) Vidu 6. S&r dung dé thi da vé & Hinh 1.16, hay xac dinh céac gia tri clia x trén doan [—n; %}
dé ham sé y = tanx:

a) Nhan gia tri bang O; b) Nhan gia tri dwong.

Giai
a) Tir d6 thi ta suy ra trén doan [—:rr. 3—;] y=0Kkhi X=—mx=0;x =x.

b) Ham sé nhan gia tri dwong (ng véi phan dd thi nam trén truc hoanh. Tl db thi ta suy ra

trén doan | -m; 3% thi y > 0 khi x E[—‘.‘T; -EJu(U: E)u(n; 3—“]
2 2 2 2

) Luyén tip 6. S& dung d6 thi @& vé & Hinh 1.16, hay xac dinh cac gia tri cta x trén doan

[—n; S?n] dé ham sb y = tan x nhan gia tri am.

6. D0 THI VA TiNH CHAT CUAHAM S0 y= cot x

) HB7. Cho ham sb y = cot x.

a) Xét tinh chan, |é cta ham sb.

b) Hoan thanh bang gia tri sau ctia ham sé y = cot x trén khoang (0: =).

5% & i . E 5 2% o8
6 4 3 2 3 4 6
y = cotx 7 ? ? ? ¥ ? ?

Bang céach lay nhiéu diém M(x; cotx) véi x e (0; =) va nbi lai, ta dwoc dd thi cia ham sb
y =cot x trén khoang (0; =).
c) Bang cach lam twong tw cau b cho céac khoang khac cé dé dai bang chu ki T = r, ta dwoc
d6 thi cia ham sé y = cot x nhw hinh dwéi day.
A
4

o)
=

) e ——
T T e ——
i B e T el

Hinh 1.17



T @6 thi & Hinh 1.17, hay tim tap gia tri va cac khoang nghich bién clia ham sé y = cot x.

Ir" B
Ham sé y = cot x:

Cétép xacdinhla R\ {kn |k € Z} va tap gia tri la R;
La ham sé 1 va tuan hoan véi chu ki =

Nghich bién trén maéi khoang (km; = + knt), k € Z;

C6 db thi d6i xirng qua gbc toa dé.

L ]

\ J

) Vidu 7. S& dung d6 thi da vé & Hinh 1.17, hay xac dinh cac gia tri ca x trén doan [—E: Zn}
dé ham sé y = cot x: 2

a) Nhan gié tri bang 0; b) Nhan gia tri am.
Giai
a) Tl d6 thi ta suy ra trén doan [_g; 2::], y=0khi x = _g; X =§; X = 3_;

b) Ham sé nhan gia tri &m (rng v&i phan dé thi nam dwéi truc hoanh. T d6 thi ta suy ra trén
doan [—E; 2:1:] thi y <0 khi x E(“E; UJU[E; niu[ﬂ; 211\.

2 2 2" ")
) Lluyén tip 7. S dung d6 thi da vé & Hinh 1.17, hay xac dinh cac gia tri ctia x trén doan

[—g; 2n] dé ham sb y = cot x nhan gia tri dwrong.

BAITAP
1.14. Tim tap xac dinh cGa cac ham sb sau:

& _1-cosx, b y = 1+cosx
Y= "sinx ' Y "2 cosx”

1.15. Xét tinh chan I1é cla cac ham sbé sau:

a) y =sin2x + tan2x; b) y =cosx + sin® x;

C) y =sinxcos2x; d) y =sinx +cos x.
1.16. Tim tap gié tri cGa cac ham sé sau:

a)y=2sin(x—%]—1; b) y =1+ cosx — 2.

1.17. T @6 thi cia ham sé y = tan x, hay tim cac gia tri x sao cho tanx =0.
1.18. Gia sl khi mét con séng bién di qua mét cai coc & ngoai khoi, chiéu cao clia nwéc duoc
mo hinh hoa b&i ham s6 h(t) =90 cos[%t], trong @6 h(f) 1a dé cao tinh bang centimét

trén muc nwéc bién trung binh tai thdi diém ¢ giay.
a) Tim chu ki cua song.

b) Tim chiéu cao ctia séng, tirc Ia khodng cach theo phwong thang dirng gitra day va dinh
cla song.



PHUONG TRINH LUGNG GIAC

CO BAN

THUAT NGO i KIEN THU'C, KINANG
’ i 2. i = Nhan biét cong thiec nghiém clia phuwong trinh lwong gi4c

* Ph . >
- Ehizg tt:r:; ltmg gl;':; ¢ co ban bang cach van dung db thj ham s6 lwong giac twong (ng.

co béng 0.9 » Tinh nghiém gép dang cua phwong trinh lwgng giac co ban
« Cong thirc nghiém bang may tinh cam tay.
' i *» Giai phwong trinh lwgng giac & dang van dung tryc tiép
i phwong trinh lwong giac co ban.
i+ Gidi quyét mét s6 van dé thuc tién gén voi phwong trinh
i lwong giac.

M6t qua dan phao dwoc ban ra khdi ndong phao véi van téc
ban dau cé6 dd I6n v, khéng ddi. Tim goc ban o dé qué dan
ph&o bay xa nhat, bé qua sirc can cla khéng khi va coi qua
dan phao dwoc ban ra tir mat dat.

Hinh 1.18. Dan phao

1. KHAI NIEM PHU'O'NG TRINH TUONG BUONG
) uo1. Nhan biét khai niém hai phwong trinh twong dwong

Cho hai phwong trinh 2x -4 =0 va (x - 2)(){2 + 1] =1},
Tim va so sanh tap nghiém cua hai phwong trinh trén.

f g
« Hai phwong trinh dwoc goi la tvong duong khi chung co cung tap nghiém.

« Néu phuong trinh f(x)=0 twong dwong véi phwong trinh g(x)=0 thi ta viét
f(x)=0< g(x)=0.

N &

Chu y. Hai phwong trinh vé nghiém la twong dwong.
' Vidu1. Hai phwrong trinh sau c6 tvong dwong khéng?
2x+6=0vax®+6x+9=0.
Giai
Téap nghiém ctia phwong trinh 2x +6=01a S, = {-3}.
Phuwong trinh x* + 6x + 9 =0 dwoc viét lai thanh (x+ 3)2 =0, do doé tap nghiém cua no la

S=(-3)

Vay hai phwong trinh trén |Ia twong duong.




» Luyén tip 1. Xét sy twong dwong cua hai phuwong trinh sau:
X-1
X +1

Chi y. Bé gidi phrrong trinh, théng thudng ta bién dbi phurong trinh d6 thanh mét phirong trinh
twong dwong don gian hon. Cac phép bién déi nhw vay goi la cac phép bién doi tuong duong.

Néu thuwc hién cac phép bién ddi sau day trén mét phwong trinh ma khéng lam thay déi diéu
kién cua no thi ta dwoc mét phuwong trinh méi twong dwong véi phwong trinh da cho:

=0 va x? -1=0.

a) Céng hay trir hai vé véi cuing mét sé hoac mét biéu thive:
f(x)=g(x) < f(x)+ h(x)=g(x)+ h(x).

b) Nhan hoéc chia hai vé véi cung mot sé khac 0 hodc véi cung mét biéu thire ludn cé gia tri
khac 0:

f(x)=g(x) < f(x)h(x) = g(x)h(x), (h(x) = 0).
2.PHUONG TRINH sinx=m

) #o2. Nhan biét céng thire nghiém cua phwong trinh sin x = % ; Ay

a) Quan sat Hinh 1.19, tim cac nghiém cla phwong trinh / N
M’ - M

R

6

da cho trong nira khoang [0; 2r).
b) Dwa vao tinh tuan hoan ctia ham s6 sin, hay viét cong thirc

nghiém cua phwong trinh d& cho. 0 A
Minh hoa bang @b thi: Nghiém cla phwong trinh sin x =-%
1

la hoanh dd cac giao diém clia dwdng thang y = = va do thi
ham sé y = sinx. Hinh 1.19

~ P
- L

Hinh 1.20. Puong thing y 1 va db thi ham sé y = sin X
2

Téng quét, xét phwong trinh sinx =m (*).
g q p ‘ g ‘ ( ) | ‘ - M‘/:}RM
— Néu |ml>1 thi phwong trinh (*) vé nghiém vi [sinx| <1

voi moi x € R. T

— Néu |m|<1 thi ton tai duy nhéat ae[-g; g] thod man 7 0 2
) e s e . n 3n
sin @ = m. Khi do, trén doan co do dai 2= la [—E;?]I j

phwong trinh (*) c6 cac nghiém o van —a (H.1.21). 1
Hinh 1.21




Do tinh tudn hoan véi chu ki 2 cGa ham sin, ta chi viéc cdng vao cac nghiém nay céac béi

nguyén cua 2 thi sé dworc tat ca cac nghiém cla phwong trinh (*).

4
« Phwong trinh sin x = m ¢é6 nghiém khi va chi khi [ml <1.

« Khi|ml <1, sé tén tai duy nhat a {—g; g

] thoa man sina = m. Khi do

X=0+k2
sinx=m < sinx =sina < aer (keZ).
| X=n—-o+k2n

Cha ¥

a) Néu sb do cua goc a dwoc cho bang don vi 46 thi
x =0° + k360°

sinx =sina® < “ (keZ).

x =180° - a° + k360°

b) M6t sé trwéng hop dac biét:

. Sinx=0=x=knlkeZ).
. sinx=1@x=g+k2n(kezw.
. sinx=—1<:;-x=-%+k2n{ke?£).

) Vidu 2, Giai cac phwong trinh sau:

a) sinx=—£; b)sinx:i.
2 3
Giai )
X = = k2
, 3
E) sinx:—gﬂsinx:sint—%)@ 4 (k’EE). sjnu:sinya{
x:?n+k2ﬂ:

b) Goi o & [—%; g] la géc thod man sina = % Khi d6 ta co:
1 X=o+k2n

SiNX=~— k eZ).
: (k)

< sinx =sina <
X=n—o+k2n

Y Vi du 3. Giai phuong trinh sin2x = sin (60“ -~ 3x].
Giai
2x =60° —3x + k360°

5in2x=sin(60“ —3x)<::» .
2x=180° - (60“ - 3x) +k360°

5x = 60° + k360° o] x=1 2° 4+ k72°
—x=120° + k360° | x=-120° - k360°
Vay nghiém cta phwong trinh da cho la

x =12° + k72° (k € Z) va x = -120° — k360° (k e Z).

U=v+Kk2an
Uu—-n-v+k2n

(k € Z).



) Vi du 4. Giai bai toan & tinh hubng mé dau.
Giai d
Chon hé truc toa dé c6 goc toa dd dat tai vi tri
khéu phao, truc Ox theo hwéng khéu phao
nhw hinh bén. Khi d6, trong Vat i, ta biét rang
quy dao cua qua dan phao c6 dang duong
parabol cé phwong trinh (voi g la gia toc

trong trwong) y = —; -9 —x* + xtana.
2v; cos” o

-g ) 3 V4 sin2a

Cho y =0 ta dwoc ————x“ + xtana =0, suy ra x = 0 hoac x = ———.
2vj Cos” o g
o L _
Qua dan cham dat khi x = WEHZE o o5y = uSN2e 2y . dau bang xay ra khi sin2a =1.
g g g

Gidi phwong trinh sin2a = 1, ta duoc o =%+ kn(keZ).Do0<a ggnén o =%hay o = 45°,

Vay qua dan phao sé bay xa nhat khi goc ban bang 45°.

» Luyén tip 2. Giai cac phuong trinh sau; a) sinx = g; b) sin3x = —sin5Xx.

3.PHUONG TRINH cosx=m

) #03. Nhan biét céng thirc nghiém cua phwong trinh |

COS X = L L
- 2]

a) Quan sat Hinh 1.22a, tim cac nghiém cua phwong

trinh d& cho trong nira khoang [-; 7).

b) Dwa vao tinh tuan hoan ctia ham sé césin, hay viét o
cong thirc nghiém cua phwong trinh da cho. Hinh 1.223

Minh hoa bang dbé thi: Nghiém cta phwong trinh cos x = 1 |a hoanh dd cac giao diém cla

duwong thang y = —% va db thi ham sé y = cos x.

: 2m 27 2n 2n . 2n |
__2/\32' / 3 : ? 3
\+/ =1} 3 y=—1

o2 | y=cosx Y72

ad
o

Hinh 1.23. Pudng thdng y = % va do thi ham sb y = cos x

“y



' ™
« Phuwong trinh cosx = m cé nghiém khi va chi khi [m] < 1.

- Khi [ml<1, s& ton tai duy nhat o <[0;x] thod man
cos o = m. Khi d6

X=0o+k2n i " A
COS X =M <> COS X =COS O < (k € Z).
X=—-a+k2n
\ P
Chuay
o N i Hinh 1.22b
a) Néu so do cua goc a dwoc cho bang don vj dé thi
_ .0 o]
cosx=cosa® < |\ & PR (k e Z).
x =-a° + k360°
b) Mét sb trwéng hop dac biét:
. cosx=0<:»x=%+kn (keZ).
e COSX=1x=k2n(k eZ).
e« cOSX=-1<>x=n+k2n(keZ).
» Vi du 5. Giai cac phwong trinh sau:
a) cosx = m%g-; b) cos x = 0,1. COSU = COSV <> U =tV + k2r(k € Z).

Giai
a) CDS}(:—?S <> COS X =cns“1—n<:s X = i%+k2n (keZ).

b) Goi a €[0; =] Ia goc thod méan cosa =0,1. Khi do ta co:

cosx=0,1<cosx=cosa < x=trta+k2nlkeZ).
) Vi du 6. Gidi phwong trinh cos2x = cos(45° — x).
Giai
2x = 45° - x + k360°

cos 2x = cos(45° — x) =
2X = —(45° - x)+k360°

3x =45° + k360° | x=15° + k120°
= = (k € Z).
| x=-45° + k360° | x =-45° + k360°

) Luyén tap 3. Giai cac phuong trinh sau: a) 2cosx = —J2; b)cos3x —sin5x =0.

» Vin dung
Khi Mat Trang quay quanh Trai Dat, mat déi dién va&i Trai Déat thwdng chi dwoc Mat Troi chiéu
sang mét phan. Cac pha cia Mat Trang mé téd mdrc dd phan bé mat cGa né dwoc Mat Troi
chiéu sang. Khi goc gilra Mat Troi, Trai Dat va Méat Trang 1a o (0° < o <360°) thi ti 1 F cla
phan Mat Trang dwoc chiéu sang cho béi céng thirc
F= l(1 - cosa).
- (Theo usno.navy.mil).



Xac dinh goc a twong trng véi cac pha sau cua Mat Trang:

a) F = 0 (trang mai);
b) F = 0,25 (trang lwdi liém);

c) F = 0,5 (tréng ban nguyét dau thang hoac

-
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' ¥
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¥ . '
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¥ Ll
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--._ Mat Trang

Mat Troi

trang ban nguyét cudi thang); . Trai DA :.-
d) F = 1 (tréng tron). o4

_____

4.PHUONG TRINH tan x=m
) o4, Nhén biét cong thirc nghiém cua phwong trinh tan x =1
a) Quan sat Hinh 1.24, hay cho biét duéng thang y = 1 cat do thi ham sé y = tan x tai may

T 7

diém c6 hoanh dé trong khoang [_5' E}

: | }"‘ : 1 1 :

1 1 ] 1 1 1

p y=tanx [, 1 | | 1

] 1 1 1 1 1

: i 1 \ : . y y=1

|_ 3% / i :% / s 3% / 1 3% / Wi

STy R
I U R P 43

: a . R

1 1 1 1 ] 1

1 1 1 1 1 1

1 ] ] 1 1 1

I I I 1 i i

1 1 1 1 1 1

Hinh 1.24. Budng thdng y = 1 va db thi ham sé y = tan x

b) Dya vao tinh tudn hoan cta ham sb tang, hdy viét cong thirc nghiém ctia phwong trinh
da cho.

G ; | '
» Phuwong trinh tan x = m c6 nghiém v&i moi m.

« V&i moi m e R, ton tai duy nhat o e [-g; -g-] thod man tan o« = m. Khi 6

| tanx=meotanx=tana < x=a +kn (k € Z). !

Cha y. Néu s6 do cua goc o dwoc cho bang don vi d6 thi
tanx =tana® < x=a’ + k180° (kcZ).

) Vi du 7. Giai cac phuong trinh sau:  a) tanx = —/3;
Giai

a) tan x = —/3 ¢>tanx=tan(—§]¢:>x=—§+kn (ke Z).

b) tanx = 2.

b) Goi o e [“%‘ E] la gbc thod méan tano = 2. Khi dé ta co:

tanx=2<tanx=tano < x=a+kn (ke Z).

» Luyén tip 4. Giai cac phwong trinh sau:  a) J3tan2x = -1 b) tan3x +tan5x = 0.



5.PHUONG TRINHcot x=m

) uos. Nhan biét cong thirc nghiém cua phwong trinh cot x = —1

a) Quan sat Hinh 1.25, héy cho biét dwong thang y = —1 cét do thj ham so y = cot x tai may
diém c6 hoanh @9 trong khoang (0; ).

y=cotx
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Hinh 1.25. Buong thdng y = -1 va db thi ham sé y = cot x

b) Dwa vao tinh tuan hoan cuia ham s6é cétang, hay viét cong thire nghiém ctia phwong trinh
da cho.

(r "
» Phuwong trinh cot x = m c6 nghiém véi moi m.

» V&imoi m e R, ton tai duy nhat o <(0;x) thoa man coto. = m. Khi @6

cotx=mo cotx=cota o x=a+kn (keZ).
\ J

Chu y. Néu sbé do géc o dwoc cho bang don vi do thi
cotx=cota® < x=a’ +k180° (ke Z).
» Vi du 8. Giai cac phuwong trinh sau: cotts = Coty < = v+ kit (kK & Z).
a) cotx =3 ; b) cotx =5.
Giai
a) cotx=—J§@cotx=cut(-§]@x=—g+km (keZ).

b) Goi o €(0;n) la gbéc thod man cota = 5. Khi d6 ta co:

cotx=5<cotx=cotao = x=a+kn(keZ).

) Luyén tip 5. Giai cac phuong trinh sau: a) cotx =1, b) V3 cotx +1=0.



6.SU' DUNG MAY TiNH CAM TAY TiM MOT GOC KHIBIET GIA TRI
LUONG GIAC CUANO

Céc phim (sin™'), (cos™) va (tan-') cia may tinh cam tay dwoc dung dé tim sé do (d6 hodc
radian) cia moét goc khi biét moét trong cac gia tri lwong giac cda no.

D& tim sé do ta thue hién cac bwéc sau:
Budc 1. Chon don vi do goc (6 hoac radian).
Muédn tim s do d6 (déng trén clng clia man hinh xuat hién chir nhé D), ta an
(SHIFT] {WODE] (3]
Muén tim sé do radian (dong trén cung ctia man hinh xuat hién chir nhé R), ta an

) @) (@)

Buéc 2. Tim sé do goc.
Khi biét sin, cosin hay tang cta goc o can tim bang m, ta 1an luot 4n cac phim va
mét trong cac phim [sin], [cos| va [tan], réi nhap gié tri lwong giac m va cudi cung &n phim
(=). Luc nay trén man hinh cho két qua la sé do cutia géc o (dd hodc radian).

\ A

Cha y

« Khi & ché d6 radian, cac phim (sin™"), (tan™'), cho két qua Ia mét sé thudc khodng
(—g; g] phim (cos™") cho két qua la mdt s6 thudc khoang (0; ), tat nhién véi (sin™") va

(cos™) thi [ml<1.

« Khi & ché d6 so6 do dd, cac phim (sin™") va (tan™') cho két qua la sé do gobc a tir —90°
dén 90°, phim (cos™) cho két qua la sé do goc a tir 0° dén 180°, v&i (sin™') va (cos™)
thi [ml<1.

» Khi co két qua (trwong hop chon don vi do do), an phim [s») thi dwa két qua vé dang
do - phut - giay.

) Vidu9. S{r dung may tinh cam tay, tim sé do d6 va radian ctia goc a., biét sinw = 0,58.

Giai
Sé do do:

sina Bam phim Man hinh hién | Két qua cla o (gan dung)
0,58 | [sHIFT) (moDE| (3 ] [sHIFT) (sin) (O] =) [B] (8] =] bsn) | 35.45054264 35°27'2"
Sé do radian:

sina Bam phim Man hinh hién | Két qua clia o (gan dung)
0,58 | [sHiFT) MODE| (4 ] (sHFT) [sin) (0] L+]) (B8] (8] (=] |0.6187286907 0,61873

) Luyén tip 6. SUr dung may tinh cam tay, tim sé do dé va radian cla goc a, biét:

a) cosa =-0,75; b) tan o = 2,46; c) cota = —6,18.



BAITAP

1.19. Giai cac phwong trinh sau:

V3.

a) sinx:7, b) 2cosx =—~/§;
c) Jﬁtan{—;-ﬂsf*‘]:t d) cnt(2x-—1)=cﬂtg.
1.20. Giai cac phwong trinh sau: a) sin2x +cos4dx =0; b) cos3x = -cos7X.

1.21. Mét qua dan phao dugc ban ra khdi nong phéo véi van téc ban dau v, = 500 m/s

hop véi phuong ngang mét géc a. Trong Vat li, ta biét rang, néu bdé qua strc can cua
khéng khi va coi qua dan phao dwoc ban ra tir mat dat thi quy dao cGa qua dan tuan theo
phuong trinh ¥y = — . 3 x* + xtana, & @6 g =9,8 m/s? la gia téc trong trwong.

2v; cos” a.

a) Tinh theo goc ban o tdm xa ma qua dan dat t¢i (trc 1a khoang cach tir vi tri ban gén
diem cham dat cua qua dan).
b) Tim géc ban o d& qua dan tring muc tiéu cach vi tri dat khau phao 22 000 m.

1.22. Gia sir mét vat dao ddng diéu hoa xung quanh vi tri can bang theo phwong trinh

\.

5 biét?
(—oEmcobte @ N\

J(=2CDS[5f —E].
6

O day, thoi gian ¢ tinh bang gidy va quang duong x tinh bang centimét. Hay cho biét trong
khoang thoi gian tir 0 dén 6 giay, vat di qua vi tri can bang bao nhiéu lan.

Lwong gidc duwoc phat trién bdi cac nha thién van hoc ngudi Hy Lap ¢b dai, nhirng
ngudi coi bau trdi 1a nam bén trong ciia mét mat cau, do doé 1& tw nhién 1a cac hinh
tam giac trén mat cau duoc nghién ciru kha sém bdi Menelaus & Alexandria vao
khoang ndm 100 sau Céng nguyén va cac hinh tam giac trén mat phang dwoc nghién
clru mudn hon nhiéu. Cudn sach dau tién chira dwng cac phwong phap x& li ¢cé hé
théng vé lwong giac phang va lwong giac ciu dwoc viét boi nha thién van hoc ngudi
Ba Tw Nasir Eddin, khoang nam 1250 sau Céng nguyén.
Regiomontanus (1436 — 1476) la nguoi co cong Ién trong viéc chuyén Luong giac tir
Thién van hoc sang Toan hoc. Céng trinh clia 6ng da dwoc cai tién bédi Copernicus
(1473 - 1543) va mot hoc trod cua Copernicus la Rhaeticus (1514 — 1576). Cudn sach
cGia Rhaeticus |a cudn sach dau tién dinh nghia cac ham lwong giac 1a ti sé cac canh
cua tam giac, mac du 6ng chwa dwa ra tén goi nhw hién nay cua chung. Cac tén goi va
ki hi€u nhw ngay nay chung ta dung dwoc dwa ra bdi Leonhard Euler (1707 — 1783),
nguoi da xay dung li thuyét hién dai vé cac ham sé lwong giac trong cubn “M& dau
vé gidi tich cac dai lwong vé cung bé” xuat ban nam 1748.
Lwong giac la nganh khoa hoc c6 nhiéu (rng dung. C6 thé ké dén viéc sir dung
Lwong giac trong cac van dé do dac cla Thién van va Bia li, cling nhuw nhitng rng
dung phong pha cla Lwong giac trong Li thuyét sé6, Co hoc, Dién hoc, Hoa hoc,
Sinh hoc, Hai dwong hoc, ©6 hoa may tinh, Li thuyét &m nhac va nhiéu linh vwe khac.
(Theo C.B. Boyer, U.C. Merzbach, A History of Mathematics, Third Edition, Wiley, 2011).

P




BAI TAP CUOI CHUONG | <<<

A - TRAC NGHIEM

1.23. Biéu dién cac gbc lvong gidc o= —56—“, B= g Y= ? &= % trén dudng tron
lwong giac. Cac géc nao cé diém biéu dién tring nhau?
A.Bvay. B.a, B,
C.B,y,9d. D.avap.

1.24. Trong cac khang dinh sau, khang dinh nao Ia sai?
A. sin(rt—a)=sino. B. cos(n—a)=cosa.
C.sin(n+o)=-sina. D. cos(m+ a)=—cosa.

1.25. Trong cac khang dinh sau, khang dinh nao I sai?
A. cos(a—b)=cosacosb—sinasinb. B. sin(a—b)=sinacosb —cosasinb.
C. cos(a+b)=cosacosb -sinasinb. D. sin(a+ b)=sinacosb + cosasinb.

1.26. Rat gon biéu thire M = cos(a+b)cos(a—b)-sin(a+ b)sin(a—-b), ta dwoc
A. M =sin4a. B. M=1-2cos’a. C.M=1-2sina. D.M =cos4a.

1.27. Khang dinh nao sau day la sai?
A. Ham sb y = cos x ¢o tap xac dinh la R.
B. Ham sé y = cos x ¢6 tap gia tri 1a [-1: 1].
C. Ham sb y =cos x 1a ham sé |&.
D. Ham sb y = cos x tuén hoan véi chu ki 2.

1.28. Trong cac ham s6 sau day, ham s6 nao la ham tuan hoan?

A y=tanx+ x. B.y=x%+1. C. y =cotx. D.y:s'iﬂ.
X
1.29. Dé thi clia cac ham sb y =sinx va y = cos x c¢at nhau tai bao nhiéu diém cé hoanh dé
thuéc doan [—211;%] ?
A. 5. B. 6. C.4 D.7.
1.30. Tap xac dinh cia ham s y = 22X _ |3
sinx -1
A. R\ {k2n|k eZ}. B.R\{g+k2n|kez}.
C.R\{%+kn|kez}. D. R\{kn|k cZ}.



B -TU LUAN

1.31. Cho géc o thoa man %{ o< T, CosSo= —i. Tinh gia tri cla céc biéu thirc sau:

J3

a) sin(u+£); b) cus(a+£); C) sin(u-ﬁj; d) cus(u—E].
6 6 3 6

1.32. Chirng minh céc dang thirc sau:
4

a) (sinu+cusu)2 =1+sin2a; b) cos? & —sin* a. = cos 2a.
1.33. Tim tap gia tri cGa cac ham sé sau:
a)y=2{:ns[2x—gj—1; b) y = sin x + cos x.
1.34. Giai cac phuong trinh sau:
a) cos(i’.x = %} - —g; b) 2sin®x —1+cos3x=0; ¢) tan(Zx +g] = tan(x E gj

1.35. Huyét ap 1a ap luc can thiét tac dong Ién thanh ciia déng mach dé dwa mau tir tim dén
nuéi dwdng cac mé trong co' thé. Huyét ap dwoc tao ra do luc co bop clia co tim va sirc
can cla thanh déng mach. Méi 1an tim dap, huyét ap cia chung ta tang réi giam gifra cac
nhip. Huyét ap téi da va huyét ap téi thiéu duoc goi twong (rng |a huyét ap tdm thu va tam
trwong. Chi sé huyét 4p clia ching ta dwoc viét 1a huyét ap tam thu/huyét ap tam trwong.
Chi s6 huyét ap 120/80 la binh thwong. Gia sl huyét ap ctia mot ngwoi nao doé dwoc mé
hinh hoa b&i ham sé

p(t) =115+ 25sin(160nt),

trong @6 p(t) 1a huyét ép tinh theo don vi mmHg (milimét thuy ngan) va théi gian ¢ tinh
theo phut.

a) Tim chu ki cia ham sé p(f).

b) Tim sé nhip tim méi phut.

¢) Tim chi s6 huyét ap. So sanh huyét ap ctia ngudi nay véi huyét ap binh thuéng.
1.36. Khi mét tia sang truyén tlr khéng khi vao mat nwéc thi

mét phan tia sang bi phan xa trén bé mat, phan con lai N

bi khuc xa nhuw trong Hinh 1.26. Géc tdi i lién hé véi géc S
khuc xa r béi Pinh luat khuc xa anh sang

e e L L L L LT

sini _n,
sinr n,

®|0

O day, n, va n, twong (rng la chiét suat ciia méi treong 1
(khéng khi) va méi trwong 2 (nuwdc). Cho biét goc toi
i =50°, hay tinh goc khuc xa, biét rang chiét suat cla
khéng khi bang 1 con chiét suat cha nudc la 1,33. Hinh 1.26
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CHUGNG |
DAY SO CAP sO CONG
VA CAP SO NHAN

Chuwong nay gidi thiéu nhirng khai niém co ban vé day sé (hiru :
han va vé han), mét loai ham s6 ma bién sé 1a nhirng s6 nguyén =9
dwong, va trinh bay mét cach hé théng hai day sé dac biét, co
nhiéu (rng dung trong thuc tién 1a cap sé cdng va cap sé nhan.

THUATNGU i KIEN THU'C, KINANG

« Déy sb i+ Nhan biét day s6 hiru han, day s6 vo han.

« Day sb tang : + Thé hién cach cho day s6 bang liét ké cac s6 hang; bing cong thirc

« Day sb giam téng quat; béng hé thirc truy hoi; bang cach mé ta.

- Day s6 bi chan i » Nhan biét tinh chat tang, giam, bj chin cia day sé trong nhitng
:  treong hop don gian.

Nam 2020, sé dan cia mét thanh phé true thude tinh 1a khoéng 500 nghin ngudi. Ngudi ta
woc tinh rang sé dan clha thanh phd doé sé tang truéng voi tbc dd khoang 2% méi nam.
Khi d6 s6 dan P, (nghin nguwdi) cua thanh phé dé sau n nam, ké tir ndm 2020, dworc tinh
bang cong thirc P, = 500(1+0,02)" . H6i néu tang tredng theo quy ludt nhur vay thi vao nam
2030, s6 dan clua thanh phé dé la khoang bao nhiéu nghin nguei?

1. DINH NGHIADAY SO

) wo1. Nhan biét day sé vé han S6 chinh phwong 13 s6

Viét nam sé chinh phurong dau theo thir tw ting dan. Tir d6, dw doan  Pang giﬂh phuong cla
céng thirc tinh sb chinh phwong thi n. mét sO tw nhién.

Tl cdng thirc nhan dwoc, ta cd quy tac dé viét dwoc day gom tat ca
céc sb chinh phuong.

i "
« M&i ham sé u xac dinh trén tap cac sé nguyén dwong N” dwoc goi la
mot ddy s6 v6 han (goi tat 1a day sé), ki hiéu la u = u(n).
« Ta thuwong viét u, thay cho u(n) va ki hiéu day sé u = u(n) boi (u),
do d6 day sé (un) dwoc viét dwdi dang khai trién u,, u,, us, ..., u,,

SO u, goi la s6 hang dau, u, |a s6 hang thir n va goi la so hang
téng quat ctia day sb.

L. i

Chay.NéuvneN', u, =c thi (u,) duwoc goi la day sé khong ddi.




) Vidu1. Xac dinh s6 hang dau va sb hang tbng quat clia méi day sé sau:
a) Day sb (u,) cac sb tw nhién 1é theo the tw tang dan: 1, 3, 5, 7, ...
b) Day so (v,) cac s6 nguyén dwong chia hét cho 5, sap xép tlr bé dén 1én: 5, 10, 15, 20, ...
Giai
a) Day (u,) c6 sé hang dau u, = 1va sbé hang téng quatu, =2n-1.
b) Day (v,) c6 sé hang d&u v, = 5 va sb hang téng quét v, = 5n.

) #o2. Nhan biét day sé hiru han

a) Liét ké tat ca cac sé chinh phuong nhé hon 50 va sap xép ching theo thir tw tir bé dén Ion.
b) Viét cong thirc s6 hang u, cla cac sé tim dwoc & cau a) va néu rd diéu kién cda n.

r N
» Mbi ham s6 u xac dinh tréntdp M = {1, 2, 3; ..., m} véi me N’
duwoc goi la mot day sé hiru han.
« Dang khai trién ctia day s6 hiru han la u,, u,, ..., U,
S6 u, goi la s6 hang dau, s6 u,, goi la s6 hang cuoi.

) Vi du 2. Xét day s6 hiru han gém céac sé tw nhién 1é nhd hon 20, sap xép theo thir tw ti bé
den lon.
a) Liét ké tat ca cac sé hang cuia day sb hiru han nay.
b) Tim sé hang dau va sé hang cudi ciia day sé do.
Giai
a) Cac s6 hang cuaday sbé la: 1, 3, 5,7, 9, 11, 13, 15, 17, 19.
b) S6 hang dau clia day s6 nay 1a 1 va sé hang cudi ctia day sb 1a 19.

) wyéntip1. a) Xét day s6 gém tat ca cac sb tw nhién chia cho 5 du 1 theo thir tw téng dan.
Xéc dinh s6 hang tong quéat clia day so.

b) Viét day sé hiru han gdm nam s6 hang dau cla day sé trong cau a. Xac dinh sé hang dau
va s6 hang cubi ciia day s6 hiru han nay.

2. CAC CACH CHO MOTDAY SO
Hay dé y dén hiéu hai sé

) uoz. Nhan biét cac cach cho mét diy sé hang lién tiép ctia day so.

Xét day so6 (u,) gom tat cé cac s6 nguyén dwong chia hét cho 5,
sap xép tir bé dén Ion:
5, 10, 15, 20, 25, 30, ...

a) Viét cong thirc sé hang téng quat u_ clia day sé.

b) Xac dinh sé hang dau va viét cdng thirc tinh sé hang thir n
theo s6 hang thir n — 1 clia déy s6. Cong thirc thu duoc goi I
hé thuc truy hoi.



Mot day sé co thé cho bang:
« Liét ké cac sé hang (chi dung cho cac day sé hiru han va cé it sé hang):
« Céng thirc cGa sé hang téng quat;
+ Phwong phap mo ta;
« Phuwong phap truy héi.

\ J

) Vidu 3. Tim ndm s6 hang dau va s6 hang thir 100 clia day s (u,) cho b&i cong thirc s6 hang
téng quat sau:

aju =2m b) u, = ),
n ' n n -

Giai
a) Nam sé hang dau cua day sé la: 2, 4, 6, 8, 10.

Sé hang thir 100 ctia day s6 la u,,, =2-100 = 200. Sé nguyén té 1a sé tw nhién

y . : - 1 T 9 1 I&n hon 1 ma chi c6 hai
b) N&m s6 hang dau clia day sb la: -1, 2 32 B wée s6 1a 1 va chinh né.
Bk ™ A

S6 hang thir 100 cla day s6 la u,,, =

100 100

) Vidu 4. Xét ddy s6 gom tat ca cac s6 nguyén to theo thir tur
tang dan. Viét ndm s6 hang dau cua day so do.

Giai. Nam sé hang d4u cla day sé la: 2, 3, 5, 7, 11.

Chu y. Day sb gom tat ca cac sé nguyén té & Vi du 4 duoc

Hé thirc truy hbi 1a hé
thirc biéu thi s6 hang

cho bé&i phuwong phap mé ta (sé hang thir n la sé nguyén té thir n ctia day s6 qua sb
thir n). Cho dén nay ngudi ta van chua biét c6 hay khéng hang (hay vai s6 hang)
mét céng thirc tinh s6 nguyén té thir n theo n (voi n bat ki), dirng trwde né.

ho&c Ia mét hé thirc tinh s6 nguyén t6 thir n theo mot vai s6
nguyén to dirng trréc no.
) Vidu5s. Cho day s6 (u,) xac dinh bang hé thirc truy hoi:
uy=1u =3u, ,+2voinz2.
Viét ba sé hang dau cla day sé nay.
Giai
Taco u, =1 u, =3y, +2=3-1+2=5u, =3u, +2=3-5+2=17.
) Vi du 6. Gidi bai toan & tinh hubng mé dau.
Giai
O day ta cé n = 2030 — 2020 = 10. Vay sé dan cla thanh phd dé vao nam 2030 sé I3
P,y =500-(1,02)"" ~609 (nghin ngui)

) Luyén tdp 2.
a) Viét nam sé hang dau cuia day sé (u, ) v6i sé hang téng quat u, = n!.

b) Viét nam s6 hang dau ctia day s6 Fibonacci (F, ) cho bdi hé thikc truy hoi

Fo=F +F . (HESI}.



Chu y. Dé ¢b hinh anh truc quan vé day sé, ta thwong biéu dién céac sé hang cla né trén

. -1)"
truc s6. Chang han, xét day sé (u,) véi u, = ) Nam sé hang dau cia day sé nay la

-
1 1 1 1 1 5 « X . X n F .
u, = —5 U, = L Uy = =g U, = 16’ Us = “32 va duoc biéu dien trén truc so nhw sau:
= P SO . 1.
2 8 32 16 4
} } } t } -
-1 u, u, u,_P u, u, 1

3.DAY SO TANG, DAY SO GIAM VA DAY SO BI CHAN

) Ho4a. Nhan biét day sé ting, day sé giam
a) Xét day sob (u,) véi u, =3n-1.Tinh u, , va so sanh v&iu,.

b) Xét day sb (v,,) voi v, = iz Tinhv__, vasosanh voiv,.
n

- Day sb (u, ) dwoc goi la déy s6 ting néu ta cd u, , > u, véimoine N

- Day s6 (u,) dwoc goi la ddy sé giamnéuta co u,,, <u, véimoine N'.

n+1

)) Vi du 7. Xét tinh téng, giam cla day sé (u, ), vOi u, = -2n +5.
Giai
Ta cé
Upq—U, =[-2(n+1)+5]-(-2n+5)=(-2n+3)+2n-5=-2<0,trcla u,, , <u,, VneN'.

+1
Vay (u,) 1a day sé giam.

) Luyén tdp 3. Xét tinh tang, giam cla day sb (u, ), voi u, = —

n+1
) wo5. Nhan biét day sé bi chan
Cho day s6 (u,) voi u, =nT+1,Vne N*.
a) Sosanhu_va 1.
b) So séanh u_va 2.

« Day sbé (u,) dwoc goi la bj chan trén néu tdn tai mdt sé M sao cho
u, <M véimoineN.
- Day s0 (u, ) dwoc goi la bj chdn duéi néu ton tai mét s6 m sao cho
u >mveimoineN .
- Déy s6 (u,) dwoc goi 1a bj chdn néu né vira bj chan trén vira bi chan
dudi, tlrc 12 ton tai cac s m, Msaochom<u, <M véimoine N .

L o

') Vi du 8. Xét tinh bi chan clia day s6 (u, ), véi u, = nT—‘I



Giai

Déy sé (u,,) bi chan trén, vi u,, =”T_1=1—%{1, VneN .

Déy s (u,) clng bi chan duéi, vi u,, =nT_12 0,vneN.

Vay day sb (u,,) bi chan.
) Luyén tip 4. Xét tinh bi chan cla day sb (u, ), v&iu, =2n-1.

) Vin dung. Anh Thanh vira dwoc tuyén dung vao mét cdng ty cédng nghé, duoc cam két lwong
nam dau sé la 200 triéu déng va lwvong mbi nam tiép theo sé duoc tang thém 25 triéu déng.

Goi s, (triéu dong) la lwong vao nam thir n ma anh Thanh lam viéc cho céng ty d6. Khi do
ta co:

S, = 200, s,=s,_,+ 25voinz=2.
a) Tinh lwong cua anh Thanh vao nam thir 5 lam viéc cho cong ty.

b) Chirng minh (s, ) la day s6 tang. Gidi thich y nghia thuc té clia két qua nay.

BAITAP

2.1. Viét nam sé hang dau va sé hang thir 100 ctia cac day sb (u,) co sé hang téng quat
cho béi:

a)u,=3n-2 by u =3-2% c) U”Z[H%J .

2.2. Day s6 (u, ) cho béi hé thire truy héi: u, =1, u, =n-u, V&I n>2.
a) Viét ndm sé hang dau cua day so.
b) Dy doan cong thirc sé hang téng quat u,.

2.3. Xét tinh tang, giam cla day sé (u, ), biét:

(-1)°

a)u,=2n-1 b) u, =-3n+2, cu, =

2(1
2.4. Trong cac day so (u,) sau, day s nao bi chan dwdi, bi chan trén, bi chan?
n+1 : -
au =n-1 b)u = ; c) u, =sinm; d)u. =(-1) n?
) 4, )ty = ) U, ) u, =(-1)

2.5. Viét sb hang téng quat clia day sé tang gédm tat ca cac sé nguyén dwong ma médi sé
hang cua né:

a) Déu chia hét cho 3; b) Khi chia cho 4 dw 1.

2.6. Ong An gUri tiét kiém 100 triéu ddng ki han 1 thang vai 18i suédt 6% mét ndm theo hinh
thire tinh 1ai kép. Sé tién (triéu dbng) clia 6ng An thu dwoc sau n thang dwoc cho béi
cong thire :

A :100(14.9’.“_6.) .
12
a) Tim s6 tién 6ng An nhan dwoc sau thang thir nhéat, sau thang thé hai.

b) Tim sé tién 6ng An nhan dwoc sau 1 nam.



2.7. Chi Hwong vay tré gép mét khodn tién 100 triéu ddng va déng y tra dan 2 triéu ddng méi
thang voi lai suat 0,8% sé tién con lai ciia méi thang.

Goi A, (n< N) la sé tién con ne (triéu dong) clia chi Hwong sau n thang.
a) Tim lan luot Ay, A, Ay, As, Ay, As, As Gé tinh so tién con no clia chi Hwong sau 6 thang.
b) Du doan hé thirc truy héi déi véi day sé (A,).

Em cé biét?

Day s6 Fibonacci

Fibonacci la nha toan hoc néi tiéng ngudi Italia. Trong cubn
sach Liber Abaci (Sach tinh) ctia 6ng, dwoc viét nam 1202,
co bai toan sau:

“Mét d6i thé (gdm mét thé duc va moét thd céi) cir méi théng
dé duoc mét déi thé con (cling gdm mét thd duc va thd céi);
mét dbi thé con, khi tron 2 thang tubi, sau méi théng dé ra
mét déi thé con, va qua trinh sinh né ctr thé tiép dién. Héi sau
n thang ¢é bao nhiéu doi thé, néu dau ndm (thdng Giéng) co
mét dbéi thé so sinh?”

Viéc gidi quyét bai toan noi trén dan dén viéc nghién ciru
day so (F, ) cho b&i hé thirc truy hoi

JF:F - 1, F2 =1

|&—E 5+ R dln=3)

Fibonacci
(1170 — 1250)

Day s6 nay duoc goi la diy sé Fibonacci va cac sé hang clia né dwoc goi la cac sb
Fibonacci.

Nguwoi ta chirng minh dwoc rang sé hang téng quat clia day Fibonacci cho béi
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Day sé Fibonacci cé rat nhiéu tinh chat dep, chang han:

1) F2=F, 4Fpq+(-1)"" voimoi n>2;
2) F+R+FK+...+F), 4=F,, vo¢imoi n21,

N FE+F=F

n+1 2n+

Day sé Fibonacci lién quan mat thiét véi nhiéu van dé clia Toan hoc, Vat li, Hoi hoa,
Am nhac.

1 Voimoin>1.

Céc sb Fibonacci xuét hién & khap noi trong thién nhién.

Hau hét cac béng hoa cé sb canh hoa la mét trong cac sé: F,, F;, Fy, Fy, Fa, Foy Fio» Fiy-
Chang han, hoa loa kén cé 3 canh, hoa mao lwong vang cé 5 canh, hoa céi 6 ré thwong
c6 8 canh, hoa cuc van tho cé 13 canh, hoa cuc tay cé 21 canh, hoa cuc thwdng co 34,
hoac 55 hoac 89 canh.




CAP SO CONG

THUATNGU . KIEN THUC, KINANG

+ Cép s6 cong : + Nhan biét mot day sé la cap s6 cong.

+ Coéng sai |« Giai thich céng thirc xac dinh s6 hang téng quat cia cap sb cong.
+ 86 hang tbng quat .« Tinh tdng cta n s6 hang d4u cta cAp sbé cong.

« Tdng cta n s6 hang dau « Gidi quyét mot s6 van dé thuc tién gan véi cap sb cong.

M6t nha hat c6 25 hang ghé véi 16 ghé &
hang thir nhéat, 18 ghé & hang thir hai, 20 ghé
& hang th(r ba va cr tiép tuc theo quy luat do,
tirc la hang sau nhiéu hon hang lién triwdc né
2 ghé. Tinh tdng sé ghé clia nha hat do.

1. DINH NGHIA

) Ho1. Nhan biét cip sé cong
Cho day s6 (u,) gdbm tat ca cac so tw nhién 1&, xép theo thir tw tang dan.
a) Viét nam sé hang dau cla day sé.

b) Du doan cdng thirc biéu dién s6 hang u_ theo sé hang u, _,

r A
. Cap so cong la mét day so (hiru han hay vé han), trong d6 ké tir s6 hang thtr hai,
mébi s6 hang déu bang sé hang dwng ngay trwdc nd cdng véi mot sé khéng ddi d.

Sé d dwoc goi la céng sai cGa cap s cong.
+ Cap s0 cdng (u, ) voi cong sai d dwoc cho bdi hé thirc truy hoi

u,=u, ,+dvéinz2.
\ S

ﬂ Day sé khéng déi a, a, a, ... c6 phai la mét cap sé cong khong?
) Vidu1. Cho cép sb cdng (u, ) c6 s6 hang dau u, = 2 va cdng sai d = 3. Hay viét nam sé hang
dau clia cap sb6 cdng nay.
Giai
Nam sé hang dau cua cap sb cong nay la:
U, =u,+d=8+3=14u,=u, +d=11+3=14.



) 'U'I du 2. Ch‘o de:ly s;ﬁ (u?) Td’i Uy = Sn;—1. Chmjg minrj Dé chirng minh (u, ) 1a mot cAp s6
rang (u, ) 1a moét cap so céng. Tim so hang dau u, v&  cdng, hdy chitng minh hiéu hai s6
cdng sai d clia no. hang lién tiép u, —u, ; khdng doi.

Giai

Tacou, —u, ,=(5n—-1)-[5(n—1)—-1]=5,véimoin=>2.
Do d6 (u, ) 1a cép s6 cong co sb hang dau u, =5-1-1=4
va cong said=>5.

) Luyén tdp 1. Cho ddy s (u, ) v6i u, =-2n+3. Chirng minh rang (u, ) 1& mét cap s6 cong.
Xac dinh s6 hang dau va cong sai cua cap sb cong nay.

2. 50 HANG TONG QUAT

) 2. Céng thirc s6 hang téng quat cua cap sé céng
Cho cap sb6 cong (u, ) véi s6 hang dau v, va cong sai d.
a) Tinh cac s6 hang u,, u,, u,, Us theo u, va d.

b) Dy doan cdng thirc tinh sé hang téng quat u_ theo u, va d.

r N
Néu cap s6 cong (u, ) co so hang dau v, va cdng sai d thi s6 hang tong quat u_
cua ndé duoc xac dinh theo cong thirc

u,=u,+(n-"1)d.

\ 7

) Vidu 3. Tim ndm s6 hang dau va s6 hang thtr 100 clia cap s6 cong (u,): 10, 5, ...
Giai
Cép sb cong nay c6 s6 hang dau u, =10 va cdng sai d=5 - 10 = -5.
Do d6 nam sb hang dau la: 10, 5, 0, -5, —10.
S6 hang thir 100 1a u,,, = u, +(100-1)d =10+ 99 (-5) = —485.

) Vidu a. S6 hang thir 10 ctia mét cap sé cong (u) bang 48 va sé hang thir 18 bang 88.
Tim s6 hang th(r 100 clia cap s6 cong do.
Giai
Gia str u, 1a s6 hang dau va dla céng sai cla cap sb cdng db. Ta cé:
U,g = U, +17d =88.
Giai hé nay ta dwoc u, =3 vad=>5.
Vay sb hang thir 100 clia cép s6 cong nay la u,,, = u, +99d = 3 +99 .5 = 498.

) Luyén tip 2. Cho day s6 (u,) v&i u, = 4n - 3. Chirng minh rang (u, ) la mét cap s6 cong.
Xac dinh s6 hang dau u, va cong sai d clia cap sb cdng nay. Tlr d6 viét sé hang téng quét u,
dwéi dang u, =u, +(n—1)d.



3. TONG n SO HANG DAU CUAMOT CAP SO CONG

) 193, Xay dwng céng thire tinh téng n sé hang dau cua cép sé cong
Cho cap s6 cong (u, ) v6i s6 hang dau u, va cong sai d.
Pé tinh téng ctia n sé hang dau
S, =u+U,+...+U, 4 +U,
hay lan Iwot thue hién cac yéu cau sau:
a) Biéu dién méi sé hang trong tong S, theo s6 hang dau u, va céng sai d.

b) Viét S, theo thir tw nguoc lai: S, =u,_ +u, ,+...+u, +u, va sl dung két qua & phan a)
dé biéu dién méi sé hang trong téng nay theo u, va d.

¢) Cong tirng vé hai dang thirc nhan duoc & a), b), dé tinh S, theo u, va d.

Cho cép sé cong (u, ) voi cong sai d. D&t S, = u, + U, +...+u,. Khi d6
n
S =—|2u,+(n-1)d |.

Chu y. Str dung cdng thirc u, =u, +(n—1)d, ta c6 thé viét tong S, dudi dang

-

S - n(u12+un]. |

) Vi du 5. Gii bai toan & tinh hubng mé déu.
Giai. S6 ghé & mdi hang ctia nha hét Iap thanh mét cap sb céng, gom 25 sb hang, véi s6
hang dau u, =16 va cdng sai d = 2. Tong céc s6 hang nay |2

Sy =Ui+Uy+...+ Uy :2—25[21,'1 +(25—1)d]=2;—5[2-16+24-2]:1 000.

Vay nha hat d6 c6 téng cong 1 000 ghé.

) Vi du 6. Can lay tong clia bao nhiéu sé hang dau cia cép sé cong 2, 5, 8, ... dé duwoc két
qua bang 3457

Giai
Cép sb cong nay c6 s6 hang dau u, =2 va cdng sai d = 3. Goi n la s6 cac s6 hang dau cua
cép sbé cong can lay téng, ta co
n n n
345=S, =E[2u1 +(n-1)d]= E[2-2+(n -1)-3] =5 (3n+1).
Do d6 3n* + n—690 = 0. Giai phwong trinh bac hai nay ta dwoc n = —% (loai) va n=15.
Vay phai lay téng cia 15 sb hang déu cla cép sb cong da cho dé duoc téng bang 345.
) Vin dung. Anh Nam dwoc nhan vao lam viéc & mét cong ty vé céng nghé véi mire lwong
khai diém Ia 100 triéu dong mét nam. Coéng ty sé tang thém lwong cho anh Nam méi nam
a 20 triéu déng. Tinh téng sé tién lwong ma anh Nam nhan dwoc sau 10 ndm lam viéc cho

coéng ty do.
50



Géc céng nghé @ N

Ki hiéu tong X va cach tinh téng biang may tinh cam tay
Cho day sé (u, ). Téng n sb hang dau cta ddy sé nay: S, =u, + u, + ...+ u, duocki hiéu
n

ngan gon nhw sau: S, = > u, (ki hiéu X doc la xich ma).

k=1
Ta c6 thé sir dung may tinh cam tay dé tinh tédng n sé hang lién tiép cia mét day sé khi
biét cong thirc cha sé hang téng quat.

Chang han, cho day sé (u,) co sé hang tbng quat la u, = 3n + 1.
Pé tinh tdng 35 sbé hang dau cla day sb do, ta co thé dung [ e ‘ ]

may tinh cim tay, nhan Ian lwot cac phim: SHIFT - x, [ &@). Lo
Khi @ man hinh hién ra nhw hinh bén, lwu y rang giao dién

may tinh méc dinh la x, & day dwoc hiéu la n trong cong thirc

s6 hang téng quat.

Tiép theo ta nhap céng thirc sé hang tdng quat vao trong ngoac
(), réi nhén { dé& nhap gia tri dau tién cla x (& day la 1), sau doé
nhén T dé nhap gia tri cudi cung cla x (trwdng hop nay la 35),
cudi cling nhén phim [Z). Khi 6, man hinh sé hién thi két qua .
can tinh nhw hinh bén.

F
o W -

g (3x+1)
1925

BAITAP

2.8. Xac dinh cong sai, s6 hang thir 5, sd hang tdng quat va sé hang th(r 100 ctia méi cp
sé cong sau:

a)4,9 14,19, ..; b)1,-1,-3,-95,.

2.9. Viét nam sé hang dau clia mdi day s6 (u ) sau va xét xem nob co6 phai la cap so cong
khéng. Néu day sb do la cap sb cong, hay tim cong sai d va viét sé hang téng quat cla

né dwéidang u, =u, +(n—1)d.
a) u, =3+5n, b) u, =6n-4, C)u=2,u,=u, .+n; du,=2,u, =u, ;+3.

2.10. Mét cép 50 cong co s6 hang th(r 5 bang 18 va sb hang th(r 12 bang 32. Tim sé hang
thir 50 cla cap s6 cdng nay.

2.11. M6t cap s6 cong c6 s6 hang dau bang 5 va cong sai bang 2. Héi phai lay tong clia bao
nhiéu s6 hang dau cutia cap sb cong nay dé cé téng bang 2 700?

2.12. Gia clia mét chiéc xe 6 t6 Iuc méi mua |a 680 triéu déng. C&r sau mdi nam s dung,
gia tri ctia chiéc xe 6 t6 giam 55 triéu déng. Tinh gia tri con lai cua chiéc xe sau 5 nam
sty dung.

2.13. Mot kién tric sw thiét ké mot héi trwong véi 15 ghé ngdi & hang thir nhat, 18 ghé ngdi
& hang thi hai, 21 ghé ngbi & hang thir ba, va cr nhu vay (sé ghé & hang sau nhiéu hon
3 ghé so v&i sbé ghé & hang lién triedc nd). Néu mubn hoi tredng d6 cé strc chira it nhat
870 ghé ngébi thi kién truc sw A6 phai thiét ké téi thiéu bao nhiéu hang ghé?

2.14. Vao nam 2020, dan sb clia mét thanh phé Ia khoang 1,2 triéu ngudi. Gia sir mbi nam,
dan s6 cua thanh phd nay tang thém khoang 30 nghin nguwoi. Hay wéc tinh dan sé cua
thanh phé nay vao nam 2030.
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CAP S NHAN <<<<

THUATNGU i KIEN THU'C, KINANG

« CAp sb nhan : « Nhan biét mot ddy sé Ia cAp sb nhan.

« Coéng bdi i « Giaithich cong thirc xac dinh s hang tdng quét ctia cip sé nhan.
« S6 hang tdng quat I + Tinh tdng ctia n s6 hang dau cla cép sb nhan.

« Tong cta nsb hang dau : « Giai quyét mot sé van dé thuc tién gan voi cap s6 nhan dé giai
mdt s6 bai toan lién quan dén thuye tién.

M6t cong ty tuyén mét chuyén gia vé céng nghé théng tin véi mire lwong nam dau |4 240
triéu ddng va cam két sé tang thém 5% lwong mbi ndm so v&i nam lién treéc d6. Tinh tng
sb lwong ma chuyén gia dé6 nhan dwoc sau khi 1am viéc cho céng ty 10 ndm (Iam tron dén

triéu déng).
1. DINH NGHIA u
y Hay xéttis6 ——.
) #o1. Nhan biét cap s6 nhan Uy, 1

Cho day s (u,) v6i u, =3-2".
a) Viét ndm sb hang dau cla day sb nay.
b) Dw doan hé thirc truy héi lién hé gilra u, va u, .

-~

» Cép sb nhan 1a mét day sé (h(ru han hay vé han), trong d6 ké tir sé hang thi hai,
moi s6 hang déu Ia tich cua sb hang dirng ngay treoc no voi mét so khéng doi q.
Sé g dwoc goi la cong boi cla cap sé nhan.
- Cap s6 nhan (u,, ) v&i cong bdi g duoc cho bdi hé thirc truy hoi
u,=u, 1-qvéinz2.

. >

\1
B Day sé khéng dbi a, a, a, ... c6 phai la mét cap sé nhan khéng?

/) Vidu1. Cho cép sé nhan c6 sb hang dau u, = 5 va cong bdi g = -2. Viét ndm sb hang dau
clia cap sb nhan nay.
Giai
Nam sé hang dau cla cap sé nhan nay la:
uy=5uy=u;-q=5-(-2)=-10, uy =u, - g =(-10)-(-2) = 20,
Uy =Uy-q=20-(-2)=-40, us; =u, -q=(-40)-(-2)=80.

)P Vidu2. Cho day s6 (u,) voi u, = % Chirng minh rang day sé nay la mét cap sé nhan.
Xac dinh sé hang dau va céng bdi clia né.




Giai Bé ching minh day s (u,, ) gém cac

V&i moi n>2,tacod s6 khac 0 1a mot cp sb nhan, hay
u, _ 1 ) _1 chirng minh ti s6 —2— khong ddi.
gy 1 1 F Un-1

"I 1 o
twclaunzg- L, 4 Voimoinz2,

Vay (u,) 1a mét cAp sé nhan voi sé hang dau u; :3%:1

i i 1
va cong bdi q =3

) Luyén tdp 1. Cho déy s6 (v, ) voi u, = 2-5". Chirng minh rang day s6 nay la mét cap sé nhan.
Xac dinh s6 hang dau va cong bdi cla né.

2.50 HANG TONG QUAT

) H©2. Céng thirc s6 hang tong quat cua cap s6 nhan
Cho cap s6 nhan (u, ) véi s6 hang dau u, va cong bdi g.
a) Tinh céc sé hang u,, u,, U,, U theo u, va q.

b) D doan cdng thirc tinh s6 hang thi n theo u, va g.

Néu mét cép sé nhan cé sé hang dau u, va cong bdi g thi s6 hang téng quat u_ cdia né
dwoc xac dinh béi cong thirc
u, =u,-q" véinz2.

) Vidu 3. Tim ndm s6 hang dau va so hang thir 100 clia cap s6 nhan: 8, -4, ...
Giai
Cép sb nhan nay c6 s6 hang dau u, = 8 va cong bdi q = %4 - —%
Do d6 ndm sé hang dau la: 8, -4, 2, -1, %

99
: 1 1
£ . . 99

S6 hang thr 100 1a: tygg = Uy - @ =8-[—§] =—2ﬁ.

) Vidy 4. Cho mét cap s6 nhan gém cac s6 hang dwong. Biét s6 hang thir 10 bang 1 536 va
sO hang thir 12 bang 6 144. Tim s6 hang thir 20 cta cap s6 nhan doé.
Giai
Gia sl u, la sé hang dau va g la céng bdi clia cap s6 nhan da cho. Ta co:
[ o =uy-q° =1 536
|tyg =1y -q" =614,
Tir day suy ra g° = 4, tirc 1a g = 2 hodc g = -2.
Voi g = 2, ta tinh dwoc u, = 3.
Véi g = -2, ta tinh dwoc u, = -3 (truwdng hop nay loai vi u, > 0 theo gia thiét).



Dodéu =3vag=2.
Vay sb hang thir 20 clia cép sé nhan da cho 18 uy, =u,-q"" =3-2'"° =1572 864.

) Luyén t3p 2. Trong mét lo nudi cay vi khuan, ban dau cé 5 000 con vi khuan va s6 Iluong vi
khuan tang Ién thém 8% méi gi®. Héi sau 5 gid thi sé lwong vi khuén la bao nhiéu?

3. TONG CUA n SO HANG PAU CUAMOT CAP SO NHAN

) o2, Xay dwng coéng thirc tinh tong n sé hang dau cua cap s6 nhan
Cho cap s6 nhan (u,) véi sé hang dau u, va céng boi q = 1.
Pé tinh téng cla n sé hang dau
Sp=Uj+Up +...4 U, 4+ Up,
thwe hién lan lwot cac yéu cau sau:

a) Biéu dién méi sé hang trong téng trén theo u, va q dé dwoc biéu thirc tinh téng S, chi
chtrau,vaq.

b) Tir két qua phan a, nhan ca hai vé v&i g 3é duoc biéu thire tinh tich g - S, chi chira u, va g.
¢) Trir tirng vé hai dang thirc nhan duoc & a va b va gidn woc cac sé hang déng dang dé
tinh (1-q)S, theo u, va q. Tlr @6 suy ra cong thirc tinh S,

Cho cap so nhan (u,,) v6icong bdi g =1. Dat S, =u, + Uy +...+ u,. Khi 36
uT(‘l—q”)
S, =—— /.
1-q

-

AL
g Néu cép sé nhan c6 cong béi g = 1 thi téng n sé hang ddu S, cta né bang bao nhiéu?

) Vi du 5. Giai bai toan & tinh hubng mé dau.
Giai
Lwong hang nam (triéu déng) cla chuyén gia lap thanh mét cap sé nhan, véi sé hang dau

u, = 240 va cong bdi g = 1,05. Téng sb lwong clia chuyén gia d6 sau 10 nam chinh la téng
cla 10 s hang dau clia cép sb nhan nay va bang

u(1-q'°) 240 [1 —(1,05)“’]

81{]: = 23019
1-q 1-1,05

Vay téng sé lwong (lam tron dén triéu déng) cla chuyén gia dé sau 10 ndm la 3 019 triéu
déng hay 3,019 ti déng.

) Vi du 6. Can lay tbng cla bao nhiéu sé hang dau cla cép sé nhan 2, 6, 18, ... dé dwoc két
qua bang 728?



Giai
Cap s6 nhan nay c6 s6 hang dau u, = 2 va céng bdi g = 3. Goi n la s6 cac s6 hang dau can
lay. Ta co
u(1-q") 2{(1-3"
728 =S, =ik s +u Uy = (1-97)_2| ):3”—1.
1-q 1-3

Tir day ta dwoc 3" =729=3% Suyran=6.
Vay phai lay 6 sé hang dau clia cap sé nhan da cho dé duwoc tong bang 728.

) Vin dung. M6t nha may tuyén thém coéng nhan vao Iam viéc trong théi han ba nadm va dwara
hai phwong an lwa chon vé lvong nhu sau:

— Phwong an 1: Lvong thang khéi diém 1a 5 triéu dong va sau mi quy, lwong thang sé tang
thém 500 nghin déng.

— Phwong an 2: Lwong thang khéi diém |a 5 triéu dong va sau méi quy, lwong thang sé tang
thém 5%.

Véi phwong an nao thi tbng lwong nhan duoc sau ba nam lam viéc cla nguwdi céng nhan

sé |on hon?

BAITAP
2.15. Xac dinh céng bdi, s6 hang thir 5, 6 hang tong quét va sé hang thir 100 ctia méi cap
s0 nhan sau:
a)1,4, 16, ...; b) 2, —1 L
2’ 8

2.16. Viét nam sb hang dau cta méi day sé (v, ) sau va xem noé co phai la cap sb nhan
khong. Néu né |a cap so nhan, hay tim cong bdi g va viét cong thirc s6 hang tong quat
clia né dudi dang u, =u,-q"”

a) u, =5n; b) 4, =5§; Gtz 140, BNy i, =1, u, =50,

2.17. M6t cap s6 nhan c6 so hang thir 6 bang 96 va s6 hang thir 3 bang 12. Tim s6 hang
th(r 50 clia cap s6 nhan nay.

2.18. M6t cép sb nhan c6 sé hang dau bang 5 va cong boi bang 2. Héi phai lay téng cta bao
nhiéu s6 hang dau clia cap s6 nhan nay dé co tdng bang 5 115?

2.19. Mot cong ty xay dyng mua mot chiéc may Ui voi gia 3 ti dong Clr sau mdi nam
s(r dung, gia tri cGa chiéc may ai nay lai glam 20% so voi gta tri cGia nd trong nam lién
trwdc d6. Tim gia tri con lai clia chiéc may Ui d6 sau 5 ndm st dung.

2.20. Vao nam 2020, dan sé ctia mét qubc gia la khoang 97 triéu ngudi va tbe do tang trwdng
dan s6 1a 0,91%. Néu téc d6 tang trwdng dan s6 nay duoc gitr nguyén hang nam, hay
woe tinh dan s6 cla quéc gia dé vao nam 2030.

2.21. Mét loai thubc dwoc dung mdi ngay mét lan. Luc dau néng d6 thube trong mau cla
bénh nhan tang nhanh, nhung méi liéu ké tiép cb tac dung it hon liéu tredc dé. Luong
thuéc trong mau & ngay thir nhat 1a 50 mg, va méi ngay sau dé gidm chi con mét nira so
v6i ngay ké trwdc do. Tinh téng lwong thude (tinh bang mg) trong mau clia bénh nhan sau
khi dung thuéc 10 ngay lién tiép.



BAI TAP CUOI CHUONG I

A - TRAC NGHIEM

2.22. Khang dinh nao sau day la sai?
A. Mét day sé tang thi bi chan duwdi.
B. M6t day sb giam thi bi chan trén.
C. M6t day sé bi chan thi phai tang hodc giam.
D. M6t day sé khong déi thi bi chan.
2.23. Cho day sb

1 % % % ... (sb hang sau bang mét nira s6 hang lién truwdc né).
Cong thire sé hang téng quat clia day sé da cho la
1 n (_‘1)!‘]
A. u, :(E) ; B.u, = e
1 1\
B, DL, = 40
“n = 2n 1 (2)

2.24. Cho day so (u, ) voi u, = 3n+ 6. Khang dinh nao sau day |a ding?
A. Day so (u, ) la cap s6 cong voi cong sai d = 3.
B. Day s6 (u, ) 1a cap so cong voi cong sai d = 6.
C. Day s6 (u,) 1a cap so nhan voi cong bdi g = 3.
D. Day s6 (u,) 1a cap s6 nhan voi cong bdi g = 6.

2.25. Trong cac day s6 cho béi cong thirc truy héi sau, day sé nao la cép sé nhan?
A. Uy=-1u, =uz. B. yy=-1u,,=2u,.
C.uyy=-lLu,=u,+2. D. y=-1u,=u,-2.

2.26. Téng 100 s6 hang dau cta day sb (u,) voi u, =2n-1 13
A.199. B. 2194, C. 10 000. D. 9 999.



B -TU LUAN

2.27. Tl 0 gi& dén 12 gi¢ trwa, chudéng ctia mét chiéc déng hd qua lac sé danh bao nhiéu
tiéng, biét rang né chi danh chudng bao gi¢ va sé tiéng chudng bang sé gi&?

2.28. Té bao E. Coli trong diéu kién nudi ciy thich hop ctr 20 phut lai phan d6i mét lan. Hoi
sau 24 gi®, té bao ban dau sé phan chia thanh bao nhiéu té bao?

2.29. Chirng minh rang:

a) Trong mét cap s6 cong (u,, ), méi s6 hang (trir s6 hang dau va s6 hang cudi, néu co)
déu la trung binh cdng cla hai sé hang dirng ké véi né, nghia la
_ My g
2
b) Trong mét cap sé nhan, binh phwong ctia méi sé hang (trir s6 hang dau va s hang
cudi, néu cb) déu la tich cta hai sé hang ding ké véi né, nghia la

2 .
U =Up_4-Upq voi k> 2.

Uy voi k > 2.

2.30. Tim ba sé, biét theo thir tw @6 chung 1ap thanh cép sé cdng va co téng bang 21, va néu
lan lwot cdng thém cac s6 2; 3; 9 vao ba so dé thi dwoc ba sé 1ap thanh mot cap sé nhan.

2.31. Mat san tAng mot (tang trét) cia mot ngéi nha cao hon mat san 0,5 m. Céu thang di tlr
tang mét 1én tang hai gom 25 bac, méi bac cao 16 cm.
a) Viét cong thirc dé tim dé cao cua bac cau thang thir n so véi mat san.
b) Tinh 6 cao cua san tang hai so véi mat san.

2.32. Mét hinh vuéng mau vang c6 canh 1 don vi dai dwoc chia thanh chin hinh vuéng nhé
hon va hinh vuéng & chinh gilra dwoc té mau xanh nhw Hinh 2.1 Mé&i hinh vuéng mau
vang nho hon lai dwoc chia thanh chin hinh vuéng con, va méi hinh vuéng con & chinh

gitra lai dwoc td mau xanh. Néu qua trinh nay duorc tiép tuc 1ap lai nam lan, thi téng dién
tich cac hinh vudéng duoc t6 mau xanh |a bao nhiéu?

- -

Hinh 2.1




CHUONG Il
CAC SO PAC TRUNG

bO XV THE TRUNG TAM CUA ]
MAU SO LIEU GHEP NHOM

O I1&p 10 ta da dwoc lam quen véi cac sé déc trng clia mau
56 liéu khéng ghép nhém. Trong nhiéu trwéng hop, ta ch| co
so lieu dwoi dang ghep nhom. Chuwrong nay gidi thiéu vé mau

s liéu ghép nhom va cach tinh cac s6 dac trung do xu thé
trung tam cho mau sé liéu nay.

MAU SO LIEU GHEP NHOM

THUATNGU
Mau s6 liéu ghép nhém

| KIEN THU'C, Ki NANG
« Poc va gidi thich miu s6 liéu ghép nhém.
i« Ghép nhém mau sb liéu.

Trong ki thi tét nghiép Trung hoc phé théng ndm 2021 dot 1 c6 344 752 thi sinh d thi ca ba
mén Toan, Vat li, Hoa hoc (theo: vietnamnet.vn, ngay 26/07/2021). Gia st diem thi cua cac
thi sinh nay dwoc cho trong bang sé liéu sau:

STT Diém Toan Diém Vatli | PiémHoahoc | Téng diém
1 8,00 7,25 7.75 23,00
2 6,00 7.75 6,50 20,25
344 752 4,50 5,75 6,25 16,50

Céc trwdng dai hoc, cao dang tuyén sinh theo té hop A00 quan tam dén téng diém ba mén
cua cac thi sinh nay. Biéu dién day sé liéu vé tong diém ba mén clia cac thi sinh nay thé nao
dé cac truong thay dwoc blre tranh téng thé vé két qua thi?

';AI:\._ = - h
P



1. GIG1 THIEU VE MAU SO LIEU GHEP NHOM

) mo1. Xét dir liéu cho trong tinh huéng mé dau.
a) Mau sé liéu vé téng diém, ki hiéu Ia (T), c6 bao nhiéu gia tri?
b) Néu lap bang tan sé cho mau sé liéu (T) thi cé dé& hinh dung dwoc birc tranh téng thé vé
két qua thi khéng? Vi sao?

c) Mau sb liéu (T) dwoc mé ta dwdi dang bang théng ké sau:
<6 6: 7) [7: 8) [28:29)  [29: 30]
23 69 192 216 12

Hay doc va giai thich sé liéu dwoc biéu dién trong bang théng ké.

i = e . - a = A e . n 2 = e 2 - - A& pra k.
Mau s6 liéu ghép nhom la mau soé liéu cho duw¢i dang bang tan s cua cac nhdm so liéu.

M&i nhom sé liéu la tap hop gdm cac gia tri ctia sb liéu dwoc ghép nhém theo moét tiéu
chi xac dinh. Nhém sé liéu thwong dwoc cho dwdi dang [a; b), trong d6 a la dau mut trai,
b 1a dau mut phai.

\ F

Nhan xét

- MAu sé liéu ghép nhém duoc dung khi ta khéng thé thu thap duoc sé liéu chinh xac hodc
do y&u cau clia bai todn ma ta phai biéu dién mau s6 liéu dwéi dang ghép nhom dé thuan
loi cho viéc td chirc, doc va phan tich sé liéu.

« Trong mét sé truvdng hop, nhém sé liéu cudi cling cé thé lay dau mut bén phai.
) Vi du 1. Mau sé liéu sau cho biét phan bé theo dd tudi cia dan s6 Viét Nam nam 2019.
Dudi 15 tubi Tir 15 dén dudi 65 tudi Tir 65 tudi trer 1én
23 371 882 65 420 451 7 416 651

(Theo Béo céo sb liéu tbng diéu tra dan sé ndm 2019)

a) Mau sé liéu da cho co la mau sbé liéu ghép nhom hay khéng?

b) Néu cac nhom va tan so twong (rng. Dan s6 Viét Nam nam 2019 la bao nhiéu?

Giai

a) Mau sbé liéu da cho la mau sé liéu ghép nhém.

b) C6 ba nhom la: Dwéi 15 tudi, Tir 15 dén duwoi 65 tudi, Tir 65 tudi trdr 1én. C6 23 371 882 ngudi
dudi 15 tudi: 65 420 451 nguwoi tr 15 dén dwoi 65 tudi va 7 416 651 nguoi tlr 65 tudi
tré 1én.

Dan sé Viét Nam nam 2019 1a 23 371 882 + 65 420 451 + 7 416 651 = 96 208 984 ngudi.
) Luyén tdp 1. Cho méau sb liéu ghép nhém veé théi gian (phut) di tir nha dén noi lam viéc cua
cac nhan vién mét cong ty nhw sau:
Thoi gian [15; 20) [20;25) [25;30) [30;35) [35;40) [40;45) [45;50)
Sé nhan vién 6 14 25 37 21 13 9

Poc va giai thich mau s6 liéu nay.



2. GHEP NHOM MAU S0 LIEU

) w2, Chi s6 BMI (do bang w/h?, trong dé w la can nang don vi 1a kildgam, h la chiéu cao don

vi la mét) clia cac hoc sinh trong mét té dwoc cho nhw sau:
19,2 211 168 235 206 252 18,7 191.

Mét ngudi c6 chi s6 BMI nhé hon 18,5 duoc xem la thiéu can; tir 18,5 dén dudi 23 la c6 can
nang li twdng so voi chiéu cao; tir 23 tré 1én |a thira can. Hay lap mau sé liéu ghép nhém cho
mau sb liéu trén dé biéu dién tinh trang can nang so véi chiéu cao cla cac hoc sinh trong té.

4 "

Pé chuyén mau so liéu khéng ghép - D6 daictianhém [a; b) 1A b - a.
nhom sang mau so lieu ghep nhom, » Khéng nén chia thanh qua nhiéu nhém hodc
ta lam nhuw sau: qua it nhém. Cac nhém khéng giao nhau, cac

nhém nén c6 d6 dai nhw nhau va téng dé dai

Buoc 1. Chia mién gia tri clia mau s6 cac nhom I6m hon khodng bién thién.

lidu thanh mét sé nhém theo tiéu chi
cho trwoc.

Budc 2. Dém sb gia tri ciia mau sb liéu

thuéc mdi nhém (tan sd) va lap bang
théng ké cho méu sé liéu ghép nhém. J

) Vidu 2. Bang théng ké sau cho biét théi gian chay (phat) cta 30 van dong vién (VDV) trong

mot giai chay Marathon.

Thoi gian 129 | 130 | 133 | 134 | 135 | 136 | 138 | 141 | 142 | 143 | 144 | 145

Sé6 VbV 1 2 1 1 1 2 3 3 4 S 2 5

Hay chuyén mau so liéu trén sang mau s6 liéu ghép nhom gém sau nhém cé dd dai bang
nhau va bang 3.

Giai

Gié tri nhd nhéat 1a 129, gia tri Ion 1nhét la 145 nén khoang L‘fié'n thién la 145 - ‘129‘ = 16.
Tong do dai qﬁa sau nhom la 18. Bé cho thuan tién, ta chon dau mut trai ctia nhom dau tién
la 127,5 va dau muat phai cia nhém cudi cung la 145,5 ta dwoc cac nhom la [127,5; 130,5),
[130,5; 133,5), ..., [142,5; 145,5). Dém sb gia tri thudc méi nhém, ta cdé méau sé liéu ghép nhom
nhw sau:

Thoi gian|[127,5; 130,5)([130,5; 133,5) [133,5; 136,5) |[136,5; 139,5) |[139,5; 142,5)|[142,5; 145,5)

S6 VbV 3 1 g 3 7 12

» luyén tip 2. Can nang (kg) cua 35 ngudi tredng thanh tai mét khu dan cw dwoc cho nhw sau:

60

43 51 47 62 48 40 50 62 53 56 40 48 56 53 50 42 55
52 48 46 45 54 52 50 47 44 54 55 60 63 58 55 60 58 53

Chuyén mau sb liéu trén thanh dang ghép nhém, cac nhém cé dd dai bang nhau, trong dé
c6 nhom [40; 45).



) Vin dung. Mét cdng ty may quan 4o ddng phuc hoc sinh cho biét c& ao theo chiéu cao cla
hoc sinh dwoc tinh nhuw sau:

Chiéu cao (cm) | [150;160) [160; 167) [167; 170) [170; 175) | [175; 180)

Co ao S M L XL XXL

Céng ty mubn wéc lwong ti 1& cac c& @o khi may cho hoc sinh I6p 11 da do chiéu cao cua
36 hoc sinh nam khéi 11 ctia mét tredng va thu dwoc mau sé liéu sau (don vi la centimét):

160 161 161 162 162 162 163 163 163 164 164 164 164
165 165 165 165 165 166 166 166 166 167 167 168 168
168 168 169 169 170 171 171 172 172 174.
a) Lap bang tan sé ghép nhém cliia mau sé liéu véi cac nhom da cho & bang trén.
b) Céng ty may 500 do ddng phuc cho hoc sinh 1&p 11 thi nén may sé lvong ao theo méi c&
la bao nhiéu chiéc?
BAITAP
3.1. Trong cac méu sé liéu sau, mau nao la mau so liéu ghép nhém? Boc va gidi thich mau
s liéu ghép nhom do.

a) Sé tién ma sinh vién chi cho thanh toan cwéce dién thoai trong thang.

Sé tién (nghin déng) | [0:50) | [50: 100) | [100: 150) | [150: 200) | [200; 250)

S6 sinh vién 5 12 23 17 3

b) Théng ké nhiét dé tai mét dia diém trong 40 ngay, ta cd bang sé liéu sau:

Nhiét do (°C) [19; 22) [22; 25) [25; 28) [28; 31)
S6 ngay 7 15 12 6

3.2. Sé san pham méi cong nhan lam dwoc trong mét ngay duoc cho nhu sau:
18 25 39 12 54 27 46 25 19 8 36 22
20 19 17 44 5 18 23 28 25 34 46 27 16.
Hay chuyén mau sé liéu sang dang ghép nhém véi sau nhom cé dd dai bang nhau.

3.3. Théi gian ra san (gi®) cia mét sé cwu cau th( & gidi ngoai hang Anh qua cac thdi ki
dwoc cho nhw sau:

653 632 609 572 565 535 516 514 508 505 504 504 503 499 496 492.
(Theo hitps://iwww.premierleague.com)

Hay chuyén mau sé liéu trén sang dang ghép nhém véi bay nhém cé dd dai bang nhau.
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CAC SO PAC TRUNG

PO XU THE TRUNG TAM <<<<

a .. | o . ——
THUATNGU : KIEN THUC, KINANG
« Sétrung binh | « Tinh cac sé d&c treng do xu thé trung tdm cla méu s liéu ghép nhém.

« Trung vi + Hiéu y nghia, vai trd cta cac s6 dic trwng cla
» T phanvi |
- Mot

mau sd liéu thuc té.

Mét clra hang da ghi lai sé tién ban xang cho 35 khach hang di xe may. Mau sé liéu gbc co
dang: x;, Xp,..., X35 trong dé x; la so tién ban xang cho khach hang thir i. Vi mét li do nao do,

ctra hang chi c6 mau sé liéu ghép nhém dang sau:

Sé tign (nghin déng) [0; 30) [30; 60) [60; 90) [90; 120)

Sé khach hang 3 15

10 7

Bang 3.1. S6 tién khach hang mua xdng

Dya trén méu sé liéu ghép nhém nay, 1am thé nao dé wérc lwong cac sé dac truwng do xu thé
trung tdm (sé trung binh, trung vi, t& phan vi, mét) cho méau sé liéu gbc?

Chung ta cung tim hiéu van dé nay!

1. SO TRUNG BiNH CUAMAU SO LIEU GHEP NHOM

) ] HO1. Khao sat thoi gian tw hoc cua cac hoc sinh trong Iop theo
mau bén.
a) Hay lap bang théng ké cho méau sé liéu ghép nhém thu duoc.

b) Cé thé tinh chinh xac thoi gian tw hoc trung binh ctia cac hoc
sinh trong I&p khong?

c) Cé cach nao tinh gan dung thoi gian t hoc trung binh cua cac
hoc sinh trong 1&p dua trén mau so liéu ghép nhém nay khéng?

Cho méu sé liéu ghép nhém

Nhom [a;; a,) [a;; a;.4) [@: a.q)
Tan sé m, m, m,
Bang 3.2

M6i ngay em tw hoc trong
bao nhiéu gio?

A. Dudi 1,5 gio.

B. Tir 1,5 gitr dén dwai 3 gio.
C. Tir 3 gior dén duwoi 4,5 gio.
D.Tir 4,5 gio tro 1én.

~

MX, +...+ MX,
n

trong d6 n=m, +...+ m, 12 c& mau va x; =

{ (voii=1, ..., k) |la gia tri dai dién cta nhém [a;

X =

a,

Sé trung binh ctia mau sé liéu ghép nhém la x.

+ af+1

3.




Chu y. Béi voi s6 liéu roi rac, nguoi ta thwong cho cac nhéom duwéi dang &, - k,, trong d6
ki, ky € N.Nhom k, - k, dwoc hiéu la nhom gém cac giatri k,, k, + 1, ..., k,. Khi d6, ta can hiéu
chinh mau dir liéu ghép nhém dé dua vé dang Bang 3.2 trde khi thuc hién tinh toan cac
s6 dac trung bang cach hiéu chinh nhém k, - k, v&i ky, k, € N thanh nhém [k, - 0,5; k, +0,5).
Chang han, voi di¥ liéu ghép nhém diém thi mén Toan trong Bang 3.3 sau khi hiéu chinh ta
dwoc Bang 3.4.

Diém thi 1-4 | 57 | 810 Diém thi [0,5;4,5) | [4,5:7,5) | [7,5: 10]
S6 hoc sinh 5 20 10 Sé hoc sinh 5 20 10

Béang 3.3 Béng 3.4

) Vidu 1. Tim can nang trung binh cta hoc sinh I&p 11D cho trong Bang 3.5.

Can nang (kg) |[40,5; 45,5) |[45,5: 50,5)|[50,5: 55,5) | [55,5; 60,5) |[60,5: 65,5)|[65,5; 70,5)
Sé hoc sinh 10 7 16 4 2 3

Bang 3.5. Can nang cua hoc sinh lop 11D
Giai
Trong méi khodng can nang, gia tri dai dién |a trung binh cong cua gia tri hai d&u mut nén ta
c6 bang sau:

Cannang (kg)| 43 48 53 58 63 68
Sé hoc sinh 10 7 16 4 2 3

Téng s6 hoc sinh |a n = 42. Can nang trung binh ctia hoc sinh Iép 11D 14

10-43+7-48+16-53+4-58+2-63 +3-68
42

)) luyén tip 1. Tim hiéu thoi gian xem ti vi trong tuén trudce (don vi: gid) clia mét sé hoc sinh
thu dwoc két qua sau:

X =

=~ 51,81 (kg).

Thoi gian (gio) [O; 5) [5; 10) [P0 15) [15; 20) [20; 25)
Sé hoc sinh 8 16 4 2 2

Tinh théi gian xem ti vi trung binh trong tuan triwéc cGa cac ban hoc sinh nay.

Y nghia. Sé trung binh clia mau sé liéu ghép nhém xap xi cho sé trung binh ctia mau sé liéu
gdc, né cho biét vi tri trung tam clia mau sé liéu va cé thé dung dé dai dién cho mau sé liéu.

2. TRUNG VI CUAMAU SO LIEU GHEP NHOM
) uo2. Cho méau sb liéu ghép nhém veé chiéu cao cla 21 cay na giong.

Chiéu cao (cm) [0; 5) [5; 10) [10; 15) [15; 20)
Sé cay 3 8 T 3

Goi x,, X,, ..., X,, la chiéu cao ctia cac cay giéng, da duoc sap xép theo thir tw tang dan.
Khi @0, x,, ..., X, thuéc [0; 5), x,, ..., X,, thudc [5; 10), ... HAi trung vi thuéc nhém nao?




Cho méu sé liéu ghép nhém nhw trong Bang 3.2.

E—(m1 ot My, )

Bude 2. Trung vila M, = a, +2

n,

Pé tinh trung vi clia mau sé liéu ghép nhém, ta lam nhuw sau:
Buéc 1. Xac dinh nhom chira trung vi. Gia str 46 la nhom thir p: [a,; a,,,).

’ (apﬂ - ap)n

trong 46 nla c& méu, m_|a&tan s6 nhém p. Véip =1, taquy wéecm, + ... +m, ,=0.

-

) Vidu 2. Thoi gian (phut) truy cap Internet méi budi t6i cia mét sé hoc sinh dwoc cho trong

bang sau:

Thoi gian (phat) | [9,5; 12,5) | [12,5; 15,5) | [15,5; 18,5)

[18,5; 21,5) | [21.5; 24,5)

Sé hoc sinh 3 12 15 24 2

Tinh trung vi ca mau sé liéu ghép nhom nay.

Giai

Comaulan=3+12+15+24+2=56.

Goi x,, ..., X, l& thoi gian truy cép Internet cua 56 hoc sinh va gia sir day nay da duoc sap

xép theo thir tw tang dan. Khi d6, trung vi 12 "‘i;._fﬁ Do hai gid tri x,,, X,, thudc nhom

[15,5; 18,5) nén nhém nay chira trung vi. Do d6, p=3;a, =155, m, =15 m, + m,=3+12=15;

a,—a,=3vataco

56_15

M, =155+ -2 .3=18,1.
15

) Luyén tip 2. Ghi lai tdc dé bong trong 200 lan giao béng cla
mot van déng vién mén quan vot cho két qua nhw bang bén.

Tinh trung vi cGa mau s6 liéu ghép nhém nay.
Y nghia. Trung vi cia mau sé liéu ghép nhém xap xi cho

trung vi ciia mau s6 liéu gbéc, né chia mau s6 liéu thanh hai
phan, mdi phan chira 50% gia tri.

3. TU' PHAN VI CUA MAU SO LIEU GHEP NHOM

) #03. Véi mau sb liéu ghép nhém cho trong HD2, hay cho
biét tir phan vi thir nhat Q, va tir phan vi thir ba Q, thudc
nhom nao.

Cho méu sé liéu ghép nhém nhw Bang 3.2.

Toéc dd v (km/h) | Sé lan
150<v <155 18
155 <v <160 28
160 <v <165 35
165<v <170 43
170<v <175 41
175<v <180 35

Vit phan vi Q,, Q,, Q, 1an
lwot c6 25%, 50%, 75% sb
gidtinhohon Q, Q, Q..




r 3\
Pé tinh tir phan vi thir nhat Q, ciia mu sé liéu ghép nhém, tredc hét ta xac dinh nhém
chira Q,, gid siv d6 la nhém thix p: [a,; &, ,). Khi d6,

£ (my+...+m, )

Eer ki 1 amw p 1-

Q=a,+ 4 - {B.—8,),
P

trong d6 n la c& mau, m, 1a tan s6 nhém p, véi p=1taquy uécm, +..+m, _ =0.

Pé tinh tir phan vi thir ba Q, ctia méu sé liéu ghép nhom, treée hét ta xac dinh nhom
chira Q,. Gia str d6 la nhém thir p: [a; a_ ;). Khi d6,

3n
- —(my+...+m, ;)

m, (@pes —ap),

trong @6 n la c& mau, m, 1a tan s nhém p, véip=1taquyudécm, +..+m , =0.

Q, =a, +

Tw phan vi tht hai Q, chinh la trung vi M..

\ - F

) Vidu 3. Tim t& phan vi thir nhat Q, va t&r phan vi thir ba Q, ctia mau s6 liéu ghép nhém cho
trong Vi du 2.
Giai
Céd maulan=>56.

T phan vi thr nhat Q. 1a X1 " %is

DoXx. . X, déu thudc nhom [12,5; 15,5) nén nhém nay

chira Q,. Dodd,p=2;a,=125m,=12,m,=3;a,-a,=3vataco
56

o
4
=125 -3=15,25.
Q, + T

X,, déu thuéc nhém [18,5; 21,5) nén nhom nay

V6i tr phan vi thir ba Q, I % Do X,
chira Q,. Dodo, p=4;a,=185 m,=24;m +m,+m,=3+12+15=30,a,-a,=3 vatacod

3-456 _an
~-18,5 .3=20.
Q T4

Nhan xét. Ta cng cé thé xac dinh nhém chira tr phan vi thir r nhé tinh chét: co khoang (%’-]

gia tri nhé hon tir phan vi nay:.

) Luyén tip 3. Tim t& phan vi thé nhat va t& phan vi thir ba cho méau sé liéu ghép nhém &
Luyén tap 2.
Y nghia. Cac t phan vi cia mau sé liéu ghép nhém xéap xi cho céc tr phan vi cia mau
s liéu gbc, chuang chia mau sé liéu thanh 4 phan, méi phan chira 25% gia tri.



4.MOT CUA MAU SO LIEU GHEP NHOM

) Hoa. Véi sé liéu cho trong Luyén tap 1:

a) Cé thé tim duorc gia tri chinh xac cho mét ciia mau sé liéu gbc vé thoi gian xem ti vi ctia
hoc sinh khéng?

b) M6t thudc nhém nao 1a hop li nhat? Nén lay sé nao trong nhém dé wéc lwong cho mét?
Cho méu s6 liéu ghép nhém nhu trong Bang 3.2.

/_ e
Dé tim mét clia mau sé liéu ghép nhém, ta thuc hién theo cac buwéc sau:
Budc 1. Xac dinh nhém c6 tan s6 16n nhét (goi la nhém chiva mét), gié siv lanhoém j: [a; a_ ).

Budc 2. Mot dwoc xac dinh la: M, = a; +
(m; =my 1)+ (m; =my,,)

trong d6 m la tan s6 ctia nhoém j (quy wéc m,=m, , = 0) va h la a6 dai ctia nhom.

L »

Lwu v. Ngwdi ta chi dinh nghia mét cho mau
ghép nhom co dd dai cac nhom bang nhau.
M6t mau coé thé khéng c6 mét hodc cé nhiéu
hon mét mét.

Khi tan s6 cta cac nhom s6 liéu bang nhau
thi mau so liéu ghép nhom khong cé mot.

) Vidu 4. Bang s6 liéu ghép nhém sau cho biét chiéu cao (cm) cGa 50 hoc sinh 16p 11A.

Khoang chigu cao (cm) | [145; 150) | [150: 155) | [155: 160) | [160: 165) | [165: 170)
Sé hoc sinh 7 14 10 10 9

Tinh mét clla mau sé liéu ghép nhém nay. C6 thé két luan gi tir gia tri tinh dwoc?
Giai
Tan s6 I&n nhat 1a 14 nén nhém chira mét la nhém [150; 155). Taco, j= 2, a,= 150, m,= 14,
m,=7,m=10,h=5 Dodb
14 -7

M, =150 5~153,18,
o= T a-7)+ (14-10)

Sé hoc sinh cé chiéu cao khoang 153,18 cm la nhiéu nhét.
) Luyén tip 4. Thoi gian (phut) dé hoc sinh hoan thanh mét cau héi thi dwoc cho nhu sau:

Théi gian (phat) | [0,5; 10,5) | [10,5; 20,5) | [20,5; 30,5) | [30,5; 40,5) | [40,5; 50,5)
S6 hoc sinh 2 10 6 4 3

Tim mét ctia mau sé liéu ghép nhém nay.

Y nghia. Mét clia mau sé liéu ghép nhom xap xi cho mét ctia mau sé liéu géc, né dwoc dung
dé do xu thé trung tam ctia mau sé liéu.

) Vin dung. Hay tinh cac s6 dac trueng cho mau sé liéu trong Bang 3.1 va gidi thich y nghia cua
cac gia tri thu duoc.
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BAITAP
3.4. Quang dudng (km) tir nha dén noi lam viéc clia 40 cdng nhan mét nha may duoc ghi
lai nhw sau:
b 3 10 20 258 11 183 7 12 81 19 10 12 17 18 11 32 97 18 2
7978356 12 15 18 3 12 14 2 9 686 15 158 7 € 12
a) Ghép nhém day sé liéu trén thanh cac khoang cé dé rong bang nhau, khoang dau tién
Ia [0; 5). Tim gi4 tri dai dién cho mdi nhém.

b) Tinh s6 trung binh cla mau sé liéu khéng ghép nhém va mau sé liéu ghép nhom.
Gia tri nao chinh xac hon?
c) Xac dinh nhém chira mét cia mau sé liéu ghép nhom thu duorc.

3.5. Tuéi tho (nam) clia 50 binh &c quy 6 té dwoc cho nhu sau:

Tubi tho (n&m) | [2; 2,5) [2,5; 3) [3; 3,5) [3,5; 4) [4; 4,5) [4,5; 5)

Tan s6 o 9 14 11 7 5

a) Xac dinh mét va giai thich y nghia.
b) Tinh tudi tho trung binh ctia 50 binh ac quy 6 t6 nay.

3.6. Diém thi mén Toan (thang diém 100, diém dwoc lam tron dén 1) cla 60 thi sinh duoc
cho trong bang sau:

Piém 0-9 10-19 20-29 30 -39 40 - 49
Sé thi sinh 1 2 4 6 15
Piém 50 - 59 60 - 69 70-79 80 - 89 90 - 99
Sé thi sinh 12 10 6 3 1
a) Hiéu chinh dé thu dwoc mau sé liéu ghép nhém dang Bang 3.2.
b) Tim cac t& phan vi va giai thich y nghia ctia chung.

i 'f’!‘“'.‘g Wit gt i ch Einh kp_m ,1_1 i Thaoi gian| Sé hoc sinh | Sé hoc sinh
thoi gian (gio) ngu cua mét budi toi, thu (gi®) fios niv
dwoc bang so liéu & bén. 9
a) So sanh thoi gian ngu trung binh cla [4; ) 0 8

cac ban hoc sinh nam va nir. [5; 6) 10 8
b) Hay cho biét 75% hoc sinh khéi 11 ngl [6; 7) 13 10
it nhat bao nhiéu gid. [7: 8) 9 11
[8; 9) 8




e Em cé biét? e

Ta c6 thé str dung phan mém GeoGebra dé tinh cac tir phan vi cia mau sé liéu ghép
nhom dang Bang 3.2 theo cac buwéc sau day:

Buée 1. Lap bang tan sé tich luy dang sau:

Nhom <a, |[aga) |.. [a;;ai.4) | ... (@ Q1)

Tan s tich luy 0 c, G G

trong d6 ¢; = m, + ...+ m,_, la tn sé tich luy.
Buéc 2. V& db thi tan sé tich luy bang cach néi cac diém lién tiép M, (a,; 0), M,(a,; ¢,), ...,
MK|-1(aki 1; ck )

Buée 3. Qua diém A{U; —:-) vé tia song song voi Ox, cat @b thi tan sbé tich Iuy tai
51((31; %J v6i n 1a c& mAu, @, chinh Ia ti phan vi thir nhét.

Qua diém A, (D; %J vé tia song song v&i Ox, cat db thi tan sé tich luy tai B, [Qz; g)
Q, chinh la tr phan vi thir hai.

Qua diém A, (O: BT”J vé tia song song voi Ox, cat do thi tan so tich luy tai B, (Qg,; %J

Q; chinh la tr phan vi thir ba.
Chang han, véi mau sé liéu ghép nhém cho trong Vi du 2 ta c6 bang tan sé tich Iuy:

Nhoém <9,5|19,5: 12,5) | [12,5: 15,5) | [15,5; 18,5) |[18,5: 21,5)|[21,5; 24,5)

Tan sé tich luy | 0 3 15 30 54 56

Str dung phan mém GeoGebra ta cé Hinh 3.1.

A

y
60 1
M5 M6
A3 = (0, 42)
0% B3 = (20, 42)
M4
LA2=(0.28)
B2=(18.1, 28)
20 %
LA1=(0, 14) M3
B1 = (15.25, 14)
M1
- & - - .
0 5 10 15 20 25 x
Hinh 3.1

_ Tir hinh vé ta c6 Q, =15,25; Q, = 18,1 Q; = 20.

\




BAI TAP CUOI CHUONG IIi <<<

A - TRAC NGHIEM

Khao sat théi gian tap thé duc trong ngay cla mét sé hoc sinh khéi 11 thu dwoc mau sé liéu
ghép nhém sau:

Thoi gian (phat) | [0; 20) [20; 40) [40: 60) [60: 80) | [80:100)
Sé hoc sinh 5 9 12 10 6
Bang 3.6
3.8. Gia tri dai dién ciia nhém [20; 40) |1a
A. 10. B. 20. C. 30. D. 40.
3.9. Mau sé liéu ghép nhém nay c6 sé mét la
A.0O. B. 1. C.2 D. 3.
3.10. Nném chira mét ctia mau sé liéu nay la
A. [20; 40). B. [40; 60). C. [60; 80). D. [80; 100).
3.11. Nhém chira tir phan vi thér nhét la
A. [0: 20). B. [20: 40). C. [40: 60). D. [60: 80).
3.12. Nhém chura trung vi la
A. [0: 20). 8. [20: 40). C. [40; 60). D. [60: 80).
B-TU LUAN
3.13. Co ciu dan s Viét Nam nam 2020 theo dd tudi dwoc cho trong bang sau:
Do tudi Duéi 5 5-14 15-24 25-64 Trén 65
Sé ngudi (triéu) 7,89 14,68 13,32 53,78 7,66
(Theo http:/ourworldindata.org)
Chon 80 la gia tri dai dién cho nhom trén 65 tudi. Tinh tudi trung binh clia nguwoi Viét Nam
nam 2020.
3.14. Nguoi ta ghi lai tudi tho clia mét sé con ong cho két qua nhw sau:
Tudi tho (ngay) | [0: 20) [20: 40) [40; 60) [60: 80) | [80; 100)
Sé lwong 5 12 23 31 29

Tim mét ctia mau sé liéu. Giai thich y nghia cua gia tri nhan dworc.

3.15. M6t bang xép hang da tinh diém chuan hoa cho chi sé nghién ctru clia mét sé trudng
dai hoc & Viét Nam va thu dwoc két qua sau:

piém Duéi20 | [20:30) | [30;40) | [40;60) | [60;80) | [80; 100)
Sé truwdng 4 19 6 2 3 1

Xac dinh diém nguéng dé dwa ra danh sach 25% trwdng dai hoc cé chi sé nghién clru tét

nhat Viét Nam.



CHUONG IV

QUAN HE SONG SONG
TRONG KHONG GIAN

O cac l6p dwéi, ta da hoc vé Hinh hoc phang, mén hoc nghién ciru tinh chat cia cac hinh
trong mat phang nhu hinh tam giac, hinh t&r giac, hinh tron,... Tuy nhién, cac vat thé thwong
gap trong thuc té doi séng nhw hép phén, cuc tay, chan gidy la cac hinh trong khéng gian.
Mét sé tinh chét clia nhirng hinh nay da duoc gidi thiéu va thira nhan trong phan Hinh hoc
trie quan. Trong chwong nay, ta sé tiép tuc hoc vé Hinh hoc khéng gian, mén hoc nghién
clru tinh chét cia céc hinh trong khéng gian dwa trén cac lap luan toan hoc logic va
chat ché. Néi dung chinh ctia chuong lién quan dén dwdng thang, mat phang trong khéng
gian va vi tri twong déi gilra chung.

Hinh hoc khong gian dong vai tré quan trong trong xay dung va @b hoa nhuw v& ki thuét, in 3D,
thiét ké voi sw ho tro caa médy tinh CAD (Computer Aided Design).

527 () ) BUGNG THANG VA MAT PHANG

TRONG KHONG GIAN
THUATNGU . KIEN THU'C, KINANG
« Mat phang : « Nhan biét cac quan hé lién thudc co ban giira diém,
« Diém thudc mat phang . duong thang, méat phang trong khong gian.

Giao tuyén clia hai mat phang : * X&c dinh giao tuyén clia hai mat phéng, giao diém cia
Hinh chop va hinh ter dign ¢ duongthang va matphang.

.+ Nhan biét hinh chép va hinh t dién.
: « M6 ta mot s6 hinh anh trong thwe tién co lién quan dén
:  dwong thang, mat phang trong khéng gian.

Diém, dwdng thadng va mbi quan hé lién thudc gitra hai déi twong hinh hoc nay da duoc
gi¢i thiéu trong Hinh hoc phang. Bai nay tiép tuc trinh bay mét dbi twong hinh hoc khac
la mat phang, dbéng thdi nghién ciru mdi quan hé lién thudc gilra diém, dwdng thang voi
mat phang.




1. KHAI NIEM MO PAU

Mat bang, man hinh may tinh hay méat nwéc luc tinh 1ang 1a mét sé hinh anh vé mét phan clia
mét phang. Mat phang khéng c6 bé day va khéng cé giéi han.

Cha ¥
— Dé biéu dién méat phang ta thuwéng ding mét hinh
binh hanh va viét tén clia méat phang vao mét goc
clia hinh. Ta cling co thé str dung mét goc va viét .
tén ctia mat phang & bén trong goc do. Hinh 4.1

— Pé ki hiéu mét phang ta dung chi¥ cai in hoa hoéc chir cai Hy Lap dat trong d4u ngoac ( ).

Trong Hinh 4.1, ta c6 mat phang (P) va mat phang («).
\B
\\
P 3
\
b)

XY :
g Héy tim mét s6 hinh anh clia mat phang trong thuc té.
Hinh 4.2

) ue1. Cham phat den trén san
béng da cho ta hinh anh vé mot
diém thudéc mét mat phang.
Hay tim thém cac vi du khac
cling goi cho ta hinh anh dé.

e b = e — . ¥ i W g ek i BT

r N

— Piém A thudéc mat phang (P), ki hiéu A  (P).
— Diém B khéng thudc mat phang (P), ki hiéu B ¢ (P).
Néu A € (P) ta con néi A nam trén (P), hoac (P) chira A, hoac (P) di qua A.

L A

Chu v. Dé nghién ctru hinh hoc khong gian, ta thwong veé cac hinh G6 lén bang hoac |én giay.
Hinh vé dé dwoc goi Ia hinh biéu dién ctia mét hinh khéng gian. Hinh biéu dién ctia mét hinh
khéng gian can tuan thd nhivng quy tac sau:

— Hinh biéu dién clia dwdng thang la dwéng thang, cla doan thang |a doan thang.

— Hinh biéu dién cta hai duong thang song song Ia hai
duwdng thang song song, cua hai dwéng thang cat nhau la
hai dwong thang cat nhau.

— Hinh biéu dién giir nguyén quan hé lién thudc gitra diém
va duwdng thang.

— Dung nét vé lién dé biéu dién cho dwdng nhin thay va nét  Hinh 4.3. Hinh biéu dién cua

dirt doan dé biéu dién cho dwdng bi che khuét. hinh chép tam gidc déu va
hinh lap phuong

Cac quy tac khac sé duwoc hoc & phan sau.



2.CAC TiNH CHAT THUANHAN

) w2, Chiéc xa ngang dat twa Ién hai diém A, B cla tru nhay B
thé hién hinh anh ctia mét dwong thang di qua hai diém dé. Al —1
Cé thé tim dwoc mét dudng thang khac cing di qua hai
diém A, B hay khéng?

[Cfn mét va chi mét dwdng thang di qua hai diém phan biét. J -

M
g Cé bao nhiéu dwéng thang di qua hai diém trong sé ba diém khéng thang hang?

) 193 Trong Hinh 4.4 14 mét khoi rubik c6 bon dinh va bon mat,
moi mat la mét tam giac.

a) Dat khéi rubik sao cho ba dinh ctia mat mau d6 déu nam
trén mat ban. Khi d6, mat mau dé cla khéi rubik cé6 nam
trén mat ban hay khéng?

b) C6 thé dat khéi rubik sao cho bén dinh clia né déu ndm
trén mat ban hay khéng?

Hinh 4.4

C6 mét va chi mot mat phang di qua ba diém khéng
thang hang.

[T&n tai bon diém khéng cung thuéec mét mat phang. J

Nhan xét. Mot mat phang hoan toan xac dinh néu biét ba
diém khong thang hang thuéc mat phang dé. Ta ki hiéu mat
phéng di qua ba @ém khéng thang hang A, B C la (ABC). Ciu dinh bing ddng & cb db Hud
Néu co nhiéu diem cung Ehu{:r:. m@t mat phang thi ta 1nrini ,i,_,:,'m;;.f- di san van hod c6 gid tri
nhirng diem d6 déng phang. Néu khéng cé6 mat phang to I6n caa Viét Nam.

nao ch(ra cac diém doé thi ta ndi nhirng diém d6 khéng |

déng phang.

M
g C6 bao nhiéu mat phang di qua ba diém thang hang?

) Vidu1. Cho bén diém A, B, C, D khéng déng phang (H.4.5). D
C6 bao nhiéu mat phang di qua ba trong sé bén diém da cho?
Giai
Cé 4 mat phang di qua ba trong s6 bén diém da cho, d6 1a A C
cac mat phang (DAB), (DAC), (DBC) va (ABC).

) Luyén tip 1. Cho t* giac ABCD. C6 bao nhiéu mat phang di

qua ba trong s6 bdn dinh cla t& giac d6? -

Hinh 4.5

) Vin dung 1. Hay gidi thich tai sao trong thirc tién c6 nhiéu do vat dwoc thiét ké goém ba chan
nhw chan d& may anh, gia treo tranh, kieng ba chan treo ndi, ...



) #oa. Cang mét soi day sao cho hai dau clia soi day nam trén
mat ban. Khi do, soi day c6 nam trén mat ban hay khéng?

Néu m?t dwﬁng thang CO hai diém phan blet thudc motl
mat phang thi tat ca cac diém clia dwédng thang déu thude

mat phang do. |

Chu y. Néu moi diém clia dwdng thang d déu thudc mat phang (P) thi ta néi dwdng thang d
nam trong (P) hoac (P) chira d. Khi do ta ki hiéu la d c (P) hoac (P) o> d.

) Vidu 2. Cho tam giac ABC va mét diém M thudc duwong thang BC (H.4.6).

a) Diém M co thuéc mat phang (ABC) hay khéng?

b) Bwérng thang AM cé nam trong mat phang (ABC) hay khéng?

Giai

a) Buwong thang BC co6 hai diém phan biét B, C thuéc mat phang
(ABC) nén duong thang BC nam trong mat phang (ABC).
Vi M thuéc dwéng thang BC nén M thudéc mat phang (ABC).

b) Budng thang AM c6 hai diém phan biét A, M thudc mat phang
(ABC) nén dwong thang AM nam trong méat phang (ABC).

) Luyén tip 2. Trong Vi du 2, lay diém N thudc dwérng thang AB sao cho N khac M. Puwéng thang

MN c6 thudéc mat phang (ABC) hay khong?

) HOS5. Trong Hil:lh 4.7, mat nwéc va thanh bé cé giao nhau
theo dwdng thang hay khéng?

Néu hai mat phang phéan biét cé diém chung thi cac diém
chung ctia hai mat phang la mét dwong thang di qua diém
chung d6.

C

Hinh 4.6

%<

Hinh 4.7

Chu y. Buong thang chung d (néu c6) ctia hai mat phang phan biét (P) va (Q) droc goi 1
giao tuyén ctia hai mat phang dé va ki hiéu la d = (P) ~ (Q).




) Vi du 3. Cho tam giac ABC va mét diém S khéng thudc
mat phang (ABC). Goi M, N lan lwot la trung diém cua cac
doan thang AB, AC (H.4.8).

a) Chi ra mét diém chung cla hai mat phang (SBN), (SCM)
va khac diém S.

b) Giao tuyén ctia hai mat phang (SBN) va (SCM) ¢é di qua
trong tdm cua tam giac ABC hay khoéng?

Giai

a) Trong tam giac ABC, hai dwong trung tuyén BN va CM

cat nhau tai trong tdm G cla tam giac. Piém G thudéc BN Hinh 4.8
nén ciing thuéc méat phang (SBN). Diém G thuéc CM nén
cling thudéc mat phang (SCM). Vay G la mot diém chung

cia i mat phng (S8 va (SOM) B

b) Vi S, G |a hai diém chung ctia hai mat phang (SBN) va  thufc ca hai mat phng do.
(SCM) nén giao tuyén cua hai mat phang nay la duwdng
thdng SG. Pudng thang nay di qua trong tdm G cua
tam giac ABC.

Nhan xét. Hai duwong trung tuyén trong mét tam gidc cat

nhau tai trong tam cua tam giac 1a mét tinh chat da dwoc

hoc trong hinh hoc phang. Trong vi du trén, tinh chat nay da
dwoc 4p dung cho tam giac ABC trong mat phang (ABC).

Trong trwérng hop tdng quat, ta cé tinh chéat sau:

(Trén moi mat phang, tat ca cac két qua da biét trong hinh hoc phang déu dung. ]

) tuyén tip 3. Trong Vi du 3, hdy xac dinh giao tuyén cla hai mat phang (SBM) va (SCN).

3.CACH XAC DINH MOT MAT PHANG

O muc 2, ta Ga thira nhan két qua sau:

[M@t mat phang duwoc hoan toan xac dinh khi biét né di qua ba diém khéng thang hang. J

Muc nay sé tiép tuc giéi thiéu thém hai cach xac dinh mét mat phang.

) wo6. Cho dudng thang d va diém A khéng thude d. Trén A
duong thang d lay hai diém phan biét B, C (H.4.9). Mat
phang (ABC) ¢cé chira diém A va dudng thang d hay khéng?
Mat phang (ABC) c6 chira hai dwong thang ABva BC ¢ B ¢
hay khong? Hinh 4.9

+ M6t mét phang duwoc hoan toan xac dinh khi biét né di qua mét diém va chira mét
dwdng thang khéng di qua diém dé.

« Mét mat phang dwoc hoan toan xac dinh khi biét né chira hai dwéng thang cat nhau.
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Chu y. Mat phang duoc xac dinh béi diém A va dwdng thang d khéng chira A duoc ki hiéu
la mp(A, d). Mat phang duoc xac dinh bdi hai dwdng thang cat nhau a va b dwoc ki hiéu 1a
mp(a, b).

) Vi du 4. Cho hai duwong thang cét nhau a, b va goi S la S
moét diem khéng thudéc mp(a, b) (H.4.10). Xac dinh giao
tuyén ctia mp(S, a) va mp(S, b).

Giai _,,>SM<"
Goi M la giao diém clia a va b. Vi M thudc a nén M thudc a b

mp(S, a). Vi M thuéc b nén M thuée mp(S, b). Hai diém S, M
cung thudc mp(S, a) va mp(S, b) nén giao tuyen cua hai mat Hinh 4.10
phang do 1a dudng thang SM.

) Luyén tip 4. Trong Vi du 4, vé mét dudng thang c cat ca hai
duwdng thang a va b. Xac dinh giao tuyén cua hai mat phang:
mp(S, a) va mp(S, ¢); mp(S, b) va mp(S, ¢).

) Vin dung 2. Dé tranh cho cira ra vao khong bj va dap vao cac
do dung xung quanh (do m& ctra qua manh hoac do gid to
dap ctra), ngwoi ta thwong str dung moét phu kién la hit ctra
nam cham. Hay giai thich tai sao khi clra duoc hut toi vi tri
cua nam cham thi canh clra duoc gilr ¢o dinh.

4. HINH CHOP VA HINH TU DIEN

) #97. Cac hinh anh duwéi day c6 dac diém chung ndo véi hinh chép tam giac déu ma em da
hoc & I&p 87

[ e = 5 = 3\
+ Cho da giac 161 A A,...A va mét diém S nam ngoai mat phang chira da giac do. Noi

Svoicacdinh A, A, ..., A, dé duoc ntam gidc SAA,, SAA,, ..., SAA,. Hinh gébm n
tam giac SA A, SAA,, ..., SA A vadagiacAA,...A duoc goila hinh chép va ki hiéu
laSAA, A,

« Trong hinh chép SAA,...A, diém S dwoc goi la dinh va da giac AA,.. A, duoc goi
la mat day, cac tam giac SA A,, SAA,, ..., SA A, duoc goi la cac mat bén; cac canh
SA,, SA,, ..., SA, duoc goi la cac canh bén; caccanh A A, AA,, ..., A A, duoc goi la

| cac canh day. )

Cha y
Tén cua hinh chép duwoc goi dua theo tén clia da giac day, vi du hinh chop c6 day la tr giac
dwec goi la hinh chop tw giac.

4



) Vi du 5. Cho hinh chép S.ABCD (H.4.11). Hinh chép d6 cé

bao nhiéu canh?

Giai

Hinh chép S.ABCD cé 8 canh la SA, SB, SC, SD, AB, BC,
CD, DA.

» Luyén tip 5. Cho hinh chép S.ABCD. Goi tén cac mat bén va

mat day cua hinh chop doé.

) MBa. Trong cac hinh chép & HD7, hinh chép nao co it mat

nhat? Xac dinh sé canh va sé mat cta hinh chép dé.

~

« Cho bén diém A, B, C, D khéng dbng phang. Hinh |
gdm bbn tam giac ABC, ACD, ABD va BCD duwoc goi
la hinh tir dién va dwoc ki hiéu |la ABCD.

 Trong hinh t& dién ABCD, cac diém A, B, C, D duwoc
goi la cac dinh cua tr dién, cac doan thang AB, BC,
CD, DA, AC, BD duoc goi la cac canh cua tlr dién, cac
tam giac ABC, ACD, ABD, BCD duoc goi la cac mat
cua tir dién.

- Trong hinh t dien, hai canh khéng co Cﬁnh‘ chung
dwoc goi 1a hai canh doi dién, dinh khéng nam trén

mot mat dwoc goi la dinh déi dién véi mat do.
.

\.

Nhéan xét. Hinh t& dién la moét hinh chop tam giac ma mat
nao cua hinh t& dién clng co the dwoc coi |a mat day.

) Vi du 6. Cho hinh ti dién ABCD va E la mét diém nam trong

tam giac BCD. Goi F la mét diém nam gilra A va E (H.4.12).
Xac dinh giao diém cla duong thang BF va mat phang
(ACD).

Giai

Vi diém E nam trong tam giac BCD nén dwong thang BE
cat canh CD tai mét diém M. Cac diem A, E thudéc mat
phang (ABM) nén dwdng thang AE thudc méat phang (ABM),
do d6 diém F thudéc mat phang (ABM). Nhw vay cac diém
A, B, E, F, M cung thuéc mat phang (ABM).

Trong tam giac ABM, dudng thang BF cat AM tai N. Vi N
thuéc AM va A, M cung thudéc méat phang (ACD) nén N thuéc
mat phang (ACD). Vay N la giao diém cua dwdng thang BF
va mat phang (ACD).

) Luyén tip 6. Trong Vi du 6, xac dinh giao diém cla dwéng
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thadng DF va mat phang (ABC).

B C
Hinh 4.11

Hinh t& dién cé bon mat 13
c4c tam giac déu goi 1a hinh
tey dién déu.

C
Hinh 4.12

Pé xac dinh giao diém cua
mot dwong thang va mot mat
phang, ta co thé tim giao diém
ctia dwong thang d6 voi mot
dwong thang ndm trong maét
phang da cho.




BAITAP

4.1. Trong khéng gian, cho hai dwéng thang a, b va mat phang (P). Nhitng ménh dé nao sau
day la dung?
a) Néu a chira mét diém nam trong (P) thi a nam trong (P).
b) Néu a chira hai diém phan biét thudc (P) thi a nam trong (P).
c) Néu a va b cung nam trong (P) thi giao diém (néu co) cla a va b cling nam trong (P).
d) Néu a nam trong (P) va a cat b thi b nam trong (P).

4.2. Cho tam giac ABC va diém S khéng thuéc mat phang (ABC). L4y D, E la cac diém lan
lwot thudc cac canh SA, SBva D, E khac S.

a) Buwong thang DE cé nam trong méat phang (SAB) khéng?

b) Gia st DE cat AB tai F. Chirng minh réng F la diém chung clia hai mat phang (SAB) va
(CDE).

4.3. Cho mét phang (P) va hai dwong thang a, b nam trong (P). M6t duong thang ¢ cét hai
duong :théng a va b tai hai diém phan biét. Chirng minh rang dwéng thang ¢ nam trong
mat phang (P).

4.4. Cho hinh chop ti giac SABCD va M la mét diém thuéc canh SC (M khac S, C).
Gia st hai dwdng thang AB va CD cat nhau tai N. Chirng minh rang dudng thang MN 1a
giao tuyén clia hai méat phang (ABM) va (SCD).

4.5. Cho hinh chép tir giac S.ABCD va lady mét diém E thudéc canh SA clia hinh chép
(E khac S, A). Trong mat phang (ABCD) vé mét dwong thang d cét cac canh CB, CD
lan lwot tai M, N va cat cac tia AB, AD Ian luot tai P, Q.

a) Xac dinh giao diém cta mp(E, d) v&i cac canh SB, SD cha hinh chop.
b) Xac dinh giao tuyén ctia mp(E, d) v&i cac mat ciia hinh chop.

4.6. Cho hinh t&r dién ABCD. Trén cac canh AC, BC, BD lan luwot lay cac diém M, N, P
sao cho AM=CM, BN = CN, BP = 2DP.

a) Xac dinh giao diém ctia dwong thang CD va mat phang (MNP).
b) Xac dinh giao tuyén cla hai mat phang (ACD) va (MNP).

4.7. Tai cac nha hang, khach san, nhan vién phuc vu
ban thudng xuyén phai bung bé nhiéu khay, dia db an
khac nhau. Mét trong nhitng nguyén tac nhan vién can
nhé la khay phai dwoc bung bang it nhat 3 ngén tay. Hay
giai thich tai sao.

4.8. Ban cat giay la mét dung cu dwoc sir dung thudng
xuyén & cac clra hang photo-copy. Ban cat giay gém hai
phan chinh: phan ban hinh chi¥ nhat cé chia kich thuéc
gidy va phan dao cat c6 mét dau dwoc cb dinh vao ban.
Hay giai thich tai sao khi sir dung ban cat giay thi cac
dwong cat ludn 1a dwdng thang.




HAI DUGNG THANG SONG SONG

THUATNGD' | KIEN THUC, KINANG
« Hai dwong thdng i « Nhan biét vi tri twong déi ctia hai dwong thang trong khéng gian: hai

ddng phang i dwong thang tring nhau, song song, cit nhau, chéo nhau.
» Hai dwong thng i « Giai thich tinh chdt co ban clia hai dwéng thdng song song trong
chéo nhau i khong gian.

i« Van dung kién thirc vé& hai dwong thang song song dé& mé ta mot sb
:  hinh anh trong thwe tién.

Pé gidi quyét van dé tac dwong & cac thanh
phé I&n, co rat nhiéu gidi phap dwoc dua ra.
Trong d6 gidi phap xay dwng cac hé théng
céu vuot, dwdng hodc dwong sat trén cao da
va dang dwoc dua vao thuc té & Viét Nam.
Toan hoc mé ta vi tri twong quan gitra cac
tuyén dwédng trén nhuw thé nao?

Hinh 4.13. Tuyén duong bo (1, 2), ruyen auwromg
vanh dai trén cao (3), tuyén duong sét trén cao (4)

1. VITRI TUONG DOI CUA HAI PUONG THANG

) 191, Hinh 4.13 minh hoa bén tuyén dwéng (dwoc coi la thang) tai mét nat giao & Ha Noi.
Quan sat hinh anh dé va tra &1 cac cau héi sau:
a) Hai tuyén dwéng nao giao nhau?
b) Hai tuyén dwérng nao khéng giao nhau?
¢) Hai tuyén dudng nao song song?

(_ =
Cho hai dwéng thang a va b trong khéng gian.

« Néu a va b cung ndm trong mét mat phang thi ta néi a va b dong phang. Khi d6, ava b
co thé cat nhau, song song véi nhau hodc trung nhau.

« Néu a va b khdéng cung nam trong béat ki mat phang nao thi ta ndi a va b chéo nhau.
Khi do, ta cling néi a chéo voi b, hoac b chéo voi a.

“ .
i
\a
/ / . I
/ ': b
amb= allb
a cat b tai M a song song voi b a trung voi b a va b chéo nhau

Hinh 4.14 Hinh 4.15




\1L

Hay tim mét sé hinh anh vé hai dwéng thang song song, hai duwéng thang chéo nhau
trong thuc tién.

Dét vai bang khung ct¥i, mét trong nhing Hanh lang véi bé cam bién an ninh
net dep van hoa cua mot s6 dan toc. gom cac tia laser déi mot khong cat nhau.

Hai dwdng thang khéng co diém
chung thi cé thé song song hoéc

— Hai dwdng thang song song la hai dwdng thang el

ddng phang va khéng cé diém chung.
— Co6 dung mét mat phang chira hai dwong thang
song song.

» Vi du 1. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khéng

cung ndm trong mot mat phang (H.4.16). F
a) Quan sat bén dudng thang AB, BC,CD, DA. Chi ra E

cac cap dwong thang cat nhau, cac cap dwong thang A D

song song. /
b) Trong ba dwéng thang AB, AF, BE c6 hai dwéng thang B C

nao chéo nhau hay khéng?

Hinh 4.16

Giai

a) Cac cap dwong thang cat nhau la AB va BC, AB va DA, BC va CD, CD va DA.
Cac cap dwdng thang song song la AB va CD, DA va BC.

b) Cac duong thang AB, AF, BE cung nam trong mat phang (ABEF) nén trong ba dudng
thang d6 khéng co6 hai dwéong thang nao chéo nhau.

) Luyén tip 1. Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh
binh hanh (H.4.17).

a) Trong cac dwong thang AB, AC, CD, hai dwdng thang
nao song song, hai dudng thang nao cat nhau?

b) Goi M, N 1an lwot Ia hai diém thudc hai canh SA, SB.
Trong cac dwdng thang SA, MN, AB c6 hai duwéng
thang nao chéo nhau hay khéng?

Hinh 4.17



) Vidu 2. Cho hinh t(r dién ABCD (H.4.18). Hai dwéng thang
AB va CD cé chéo nhau hay khéng? Chi ra cac cap duédng
thang chéo nhau cé trong hinh tr dién dé.

Giai

Néu hai dudng thang AB va CD khdng chéo nhau thi chung
cung thuéc mét mat phang. Khi d6 bén diém A, B, C, D
ddng phang, trai voi gid thiét ABCD Ia hinh ti dién. Do do,
hai dwong thang AB va CD chéo nhau.

Lap luan tvong tu, ta thay trong tr dién ABCD con cé cac
cap duwong thang chéo nhau la AC va BD, AD va BC.

) Luyén tdp 2. Trong hinh choép tir giac S.ABCD (H.4.19), chira
nhirng dudng thang:

a) Chéo vé&i dwéng thang SA:
b) Chéo véi duéng thang BC.

)) Vin dung 1. Mt chiéc gay dwoc dat mét dau dua vao tudng
va dau kia trén mat san (H.4.20). Hoi co thé dat chiéc gay do
song song v&i mét trong cac mép twdng hay khéng?

2, TiINH CHAT CUA HAI BU'O'NG THANG SONG SONG

) u92. Trong khéng gian, cho médt duwéng thang d va mét diém
M khoéng nam trén d (H.4.21). Goi (P) la mat phang chira M
vad.

a) Trén mat phang (P) c6 bao nhiéu dwdng thang di qua M
va song song voi d?

b) Néu mét duwdng thang di qua M va song song véi d thi
dwong thang d6 cé thude mat phang (P) hay khéng?

A
D
B
C

Hinh 4.18

Hinh 4.20

Hinh 4.21

dwong thang song song va&i dwdng thang da cho.

Trong khdéng gian, qua mét diém khéng nam trén dwdng thang cho trudce, cé dung m@t]

) 192, Quan sat lép hoc va tim hai dwdng thang song song véi mép trén cha bang. Hai dudng

thang d6 cé song song véi nhau hay khéng?

Trong khong gian, hai dwéng thang Fr"g‘f téaéf%“lgv"é“ééo?ﬁ;‘ Bgn

dwong thang déi mot song

phan biét cung song song véi duwdong

thang thir ba thi song song v&i nhau. song véi nhau.




) Vi du 3. Cho t dién ABCD. Goi M, N, P. Q, R, S Ian luot 2
trung diém clia cac doan thang AB, CD, AD, BC, AC, BD
(H.4.22).

a) Chirng minh rang t&r giac MPNQ 1a hinh binh hanh.

b) Chirng minh rang cac doan thang MN, PQ, RS cung di
qua trung diém ctia méi doan.

Giai
a) Trong tam giac ABC, ta cd MQ la duwdng trung binh nén
1
MQ // AC va MQ = 2 AC. Twong tw voi tam giac ACD, ta

Hinh 4.22

co PN/ ACvaPN = % AC. Do @6 MQ // PN va MQ = PN, Néu cac ddu hiéu nhan biét

suy ra t& giac MPNQ Ia hinh binh hanh. tr giac 1a hinh binh hanh.

b) T cau a suy ra hai doan thang MN va PQ céat nhau tai
trung diém clia mdi doan. Twong tw, hai doan thang MN va
RS cét nhau tai trung diém ctia méi doan. Do dé, cac doan
thadng MN, PQ, RS cung di qua trung diém ctia mbi doan.

) tuyén tdp 3. Trong Vi du 1, chirng minh rang bén diém C, D,
E, F abdng phang va t(r giac CDFE |a hinh binh hanh.
) ) , Néu hai dwéng thang b va ¢
) Wo4. Cho hai mét phang (P) va (Q) cat nhau theo giao tuyén €. cét nhau tai N thi ta c6 thé st
M6t méat phang (R) cat (P) va (Q) lan lwot theo cac giao  dung lai két qua & cau a.
tuyén a va b khéc c.
a) Néu hai dwong thang a va ¢ cat nhau tai M thi dwong
thang b ¢6 di qua M hay khéng (H.4.23)? Giai thich vi sao.
b) Néu hai dwdng thdng a va ¢ song song vé&i nhau thi
hai dwong thang b va ¢ cé song song v&i nhau hay khéng
(H.4.24)? Giai thich vi sao.

o =moww -oww w ey

R\ ) }g
—non T o

Hinh 4.23 Hinh 4.24

Két qua sau day con duwoc biét dén vai tén goi "Binh li vé ba dwdng giao tuyén”.

Néu ba mat phang d6i mét cat nhau theo ba giao tuyén phan biét thi ba giao tuyén d6
doéng quy hoac déi mét song song v&i nhau.

Chu . Tlr két qua trén c6 thé suy ra rang: Néu hai mat phang chira hai duong thang song
song v&i nhau thi giao tuyén cla ching (néu cd) song song voi hai dwdng thang d6 hoac
tring véi mét trong hai dwéng thang dé.
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» Vidua. Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh binh hanh
(H.4.25). Xac dinh giao tuyén ctia hai mat phang (SAB) va (SCD).
Giai
Hai mat phang (SAB) va (SCD) cé diém chung S va chia hai
dwéng thang song song |a AB va CD. Do dd, giao tuyén clia hai
mét phang (SAB) va (SCD) la dwéng thang m di qua S va song
song voi AB, CD.

) Luyén tip 4. Trong Vi du 4, hay xac dinh giao tuyén cla hai mat
phang (SAD) va (SBC).

Hinh 4.25

) Vn dung 2. Mot bé kinh chira nwéc c6 ddy 1a hinh chi nhat 4

dwoc dat nghiéng nhw Hinh 4.26. Giai thich tai sao dwdng mép

nwéc AB song song voi canh CD clia bé nuér.
a1T A D
BAITAP

Hinh 4.26

4.9. Trong khéng gian, cho ba dwong thang a, b, ¢. Nhirtng ménh dé nao sau day la dung?

a) Néu a va b khéng cat nhau thi a va b song song.
b) Néu b va c chéo nhau thi b va ¢ khéng cung thuéc mot mat phang.
c) Néu a va b clng song song v&i ¢ thi a song song voi b.
d) Néu a va b cat nhau, b va ¢ cat nhau thi a va ¢ cat nhau.
4.10. Cho hinh chép S.ABCD cé day la hinh binh hanh. Trong cac cap dwdong thang sau,

cap dwdng thdng nao cat nhau, cap dwdng thang nao song song, cap dwdng thang nao
chéo nhau?

a) ABva CD, b) AC va BD,; c) SBva CD.

4.11. Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh binh hanh.
Goi M, N, P, Q lan lwot la trung diém cla cac canh bén SA,
SB, SC, SD (H.4.27). Chirng minh rang t giac MNPQ la hinh
binh hanh.

4.12.Chohinh chop S.ABCD c6 day ABCDIa hinhthang (AB// CD).
Goi M, N lan lwot |a trung diém cla cac canh SA, SB. Chirng
minh rang tir giac MNCD |a hinh thang.

4.13. Cho hinh chép S.ABCD co déy.«f’.BCD la hinhthang (AB// CD).
Goi M la trung diém cua doan thang SD (H.4.28).
a) Xac dinh giao tuyén clia hai mat phang (MAB) va (SCD).
b) Goi N la giao diém ctia dwong thang SC va mat phang
(MAB). Chirng minh rang MN la dwong trung binh cua tam
giac SCD.

Hinh 4.28



4.14. Cho ti dién ABCD. Goi M, N lan lwot & trung diém cla cac canh BC, CD va P |a mét
diém thuéc canh AC.

a) Xac dinh giao tuyén d ctia hai mat phang (AMN) va (BPD).
b) Chirng minh rang d song song voi BD.

4.15. (B vui) Khi hai canh clra sé hinh chir nhat dwoc mé, du & vi tri nao, thi hai mép ngoai
cua chung ludn song song véi nhau (H.4.29). Hay giai thich tai sao.

Néu hai canh ctra sé c6 dang hinh thang nhw Hinh 4.30 thi ¢6 vi tri nao ctia hai canh ctra
dé hai mép ngoai clia ching song song véi nhau hay khéng?

/

L

Hinh 4.29

—® Em co biét? e

Trong khdng gian, ¢é dinh mét dudng thang A
thang dirng va goi d |a mét dwong thang tuy v.
Ta hay cung tim hiéu hinh dwoc tao béi dudng
thang d khi quay dwong thang nay quanh duong
thang A trong khéng gian. Néu d song song voi A
hoac d cét A thi cé thé dé dang hinh dung duoc
hinh tao ra |a mét tru hodc mat non (H.4.31).

Con néu d va A chéo nhau thi sao? Trong
hau hét cac trudng hop, hinh tao ra dwoc goi la
mat hypebol (hyperboloid) nhw trong Hinh 4.32.
Mat hypebol ¢é thé dwoc coi nhw mét “dang 3D
cta duong hypebol da dwoc day ¢ lop 10. Mot
diéu tha vi la néu méat hypebol dwoc cat bdi mot
mat phang di qua duong thang A (truc hypebol)
thi vét cat nhan dwoc chinh la mét dwong
hypebol (H.4.33).

Hinh 4.32 Hinh 4.33

Hinh anh cta mat hypebol xuat hién rat nhiéu
trong xay dwng, kién truc, nghé thuat,... va trong
thwe tién, chung ta hoan toan cé thé “duwng
duwoc” mat hypebol bang cach st dung cac vat
dung don gian nhw nan tre tpéng, que tinh hay T
nhirng chiéc dla,... Em cé thé tim thay mét cach '
dwng nhw vay trén cac trang web tim kiém véi tir
khoa “hyperboloid”.




PUONG THANG
VA MAT PHANG SONG SONG

THUATNGU i KIEN THU'C, KI NANG
- Duwong thang song song véi ;: *+ Nhan biét dwong thing song song véi mét phang.
mat phang i« Giaithich diéu kién dé duong thdng song song véi mat phang.
* Budng thdng cét mat phang : - Giai thiﬁch tinh chét co ban vé dwong thdng song song véi
mat phang.

| « M6 ta mot sé hinh anh trong thuwc tién co lién quan dén
dwérng thang song song véi mat phang.

Khi xay twdng gach, ngudi tho thwdng bat dau
vOi viéc xay cac vién gach dan, sau dé cang day
nho doc theo canh cla cac vién gach dan d6 dé
lam chuén réi moi xay cac vién gach tiép theo.
Viéc sir dung day cang nhu vay co tac dung gi?
Toan hoc mod ta vi tri gilra day cang, cac mép
gach voi mat dat nhw thé nao?

1. DUONG THANG SONG SONG V(I MAT PHANG

) #P1. Quan sat hinh anh
khung thanh béng da
va nhan xét vi tri cla xa
ngang, cbét doc, thanh
chéng va thanh bén ctia
khung thanh véi mat dat,

Kich thwée clia khung
thanh dwoc quy dinh
khac nhau tuy theo
san bdéng. Trong san
béng da mini 5 ngwoi, R4
xa ngang cua khung
thanh dai 3 met, cot
doc cao 2 met.

Cho dwéng thang d va mat phang (o). Néu d va (a) khéng cé diém chung thi ta néi d
song song véi («) hay (a) song song voi d va ki hiéu la d / (o) hay (o) // d.

Ngoai ra:

« Néu d va (o) c6 mét diém chung duy nhat M thi ta néi d va («) cat nhau tai diém M va ki
hiéu d ~ (o) = {M} hay d m (o) = M.

» Néu dva (o) cé nhiéu hon mét diém chung thi ta néi d nam trong () hay (a.) chira d va ki
hiéu d c (a) hay (o) o d.

eV

d // (o) dr () =My N dc (o)




\1]
Hay chi ra mét hinh anh dwéng thang song song v&i mat
phang trong birc &nh bén (H.4.34).

Y Vi du 1. Cho hinh t& dién ABCD (H.4.35). Trong cac mat
phang chira cac mat ctia hinh t{r dién, hay cho biét:
a) Budng thang AB cét cac mat phang nao;
b) Bwdng thang AB nam trong cac mat phang nao.
Giai
a) Pudng thang AB cat cac mat phang (ACD) va (BCD).

b) Buwdng thang AB nam trong cac mat phang (ABC) va
(ABD).

) Luyén tdp 1. Trong Vi du 1, duwéng thang AC cat cac mat
phang nao, nam trong cac mat phang nao?

2. PIEUKIEN VA TiINH CHAT CUA DUONG THANG

SONG SONG VO'I MAT PHANG

) wo2. Cho dudng thang a khéng nam trong méat phang (P)
va a song song voi duong thang b nam trong (P). Goi (Q) la
mat phang chira a va b (H.4.36).

Néu a va (P) cit nhau tai diém M thi M co thudc (Q) va M
cé thude b hay khéng? Hay rut ra két luan sau khi tra |&i cac
cau hdi trén.

Néu duong thang a khéng nam trong mét phang (F’)W
va song song voi mot dwong thang nam trong (P) thi a
song song voi (P). )

— e S ———
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Hinh 4.34. C4u Long Bién, c4y céu
dwoc ménh danh la "ching nhan
lich sw¥" cua nwrore ta.

A

Hinh 4.35

O Bai 11, ta da biét co dung
mot mat phang chira hai
dwong thang song song.

Hinh 4.36

A 5 4 = 2 " -]
g Phat biéu trén con dung khong néu bo diéu kién “a khong nam trong mat phang (P)”?

» Vidu 2. Cho ba dwong t‘héng a, b, ¢ i mét song song voi
nhau va khéng cung nam trong mét mat phang (H.4.37).
Chirng minh rang dwong thang a song song véi mp(b, ¢).

Giai

Ba dudng thdng a, b, ¢ khdng cung ndm trong mét mét phang
nén duwong thang a khéng nam trong mp(b, ¢). Vi dwéng thang
a song song véi dwdng thang b va dudng thang b nam trong
mp(b, ¢) nén dwdng thang a song song véi méat phang mp(b, c).

//

Hinh 4.37

3 Luyén tip 2. Trong Vi du 2, chirng minh rang dwdng thang ¢ song song véi mp(a, b), dwéng

thang b song song vé&i mp(a, ¢).



) Vi du 3. Trong khéng gian cho hai dwdng thang chéo nhau b

a va b. Chirng minh rang c6 mét mat phang chira a va song /
song voi b.

Giai (H.4.38)

a W
Lay diém M bét ki thudc a. Qua M ké dwdng thang b’ song 2
song voi b va dat (P) = mp(a, b). p
P

Vi a va b chéo nhau nén duéng thang b khéng ndm trong
mat phang (P). Vi b song song v&i b’ nam trong mat phang
(P) nén b song song v&i (P). Vay (P) la mat phang chira a
va song song voi b.

Hinh 4.38

Chu v. Ta cé thé chirng minh réng méat phang (P) trong Vi du 3 1a mat phang duy nhat chira
dwong thang a va song song véi dwong thang b. Nhw vay, cho trwdc hai duéng thang chéo
nhau, cé duy nhat mét mat phang chira dwong thang nay va song song véi dwong thang kia.

) Luyén tdp 3. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh thang (AB // CD). Hai dwéng thang SD va
AB c6 chéo nhau hay khéng? Chi ra mat phang chira dwdng thang SD va song song voi AB.

) Vin dung. Trong tinh huéng mé dau, hay giai thich tai sao day nho khi cang thi song song
véi mat dat. Tac dung clia viéc dé la gi?

) up3. Cho duong t}héng a song song v&i mat phang (P) va Nhéc lai cac vi tri twong dobi
(Q) 1a mot mat phang chira a. Gia st (Q) cat (P) theo giao cﬁ? hai dwong thang trong
tuyén b (H.4.36). khéng gian.

a) Hai dwong thang a va b co thé chéo nhau khéng?
b) Hai dwdng thang a va b ¢6 thé cat nhau khéng?

Cho duéng thang a song song v6i mét phang (P} Néu \
mat pharrg (Q) chira a va cat (P) theo giao tuyén b thi
b song song voi a. J

) Vidy 4. Cho tir dién ABCD, diém E nam gilra hai diém A va C. Goi (P) la mat phang qua E
va song song véi hai dwong thang AB, CD (H.4.39). Xac dinh cac giao tuyén cua (P) va cac
mat cua tr dién. Hinh tao b&i cac giao tuyén la hinh gi?
Giai
Mat phang (ABC) chira duwdng thdng AB song song voi
maét phang (P) nén mat phang (ABC) cat méat phang (P) theo

giao tuyén song song véi AB. Vé EF // AB (F thudc BC) thi
EF la giao tuyén cla (P) va (ABC).

Hai mat phang (ACD) va (BCD) cung chira duwdng thang CD

song song véi méat phang (P) nén ching cat mat phang (P) &
theo giao tuyén song song véi CD. V& EH, FG song song

vé&i CD (H thude AD, G thube BD) thi EH, FG lan lvot |a giao
tuyén cia mat phang (P) voi hai mat phang (ACD), (BCD). A
Khi d6 GH la giao tuyén clia (P) va (ABD).

A

Hinh 4.39



Ma&t phang (ABD) chira dwdng thang AB song song véi méat phang (P) nén giao tuyén GH
cua (ABD) va (P) song song v&i AB. Tl giac EFGH cé EF // GH (vi cung song song vé&i AB)
va EH // FG (vi cung song song v&i CD) nén no la hinh binh hanh.

) Luyén tip 4. Trong Vi du 4, goi (Q) la mat phang qua E va song song v&i hai dwong thang
AB, AD. Xac dinh giao tuyén cla (Q) voi cac mat cla tir dién.

BAITAP

4.16. Trong khéng gian, cho hai dwdng thdng phan biét a, b va méat phang (P). Nhirtng ménh
dé nao sau day la dung?
a) Néu a va (P) co diém chung thi a khéong song song véi (P).
b) Néu a va (P) cé diém chung thi a va (P) cat nhau.
c) Néu a song song véi b va b nam trong (P) thi a song song véi (P).
d) Néu a va b song song voi (P) thi a song song véi b.

4.17. Cho hai tam giac ABC va ABD khong ciing nam trong mét mat phang. Goi M, N 1an luot
la trung diém caa cac canh AC, AD.
a) Bwdng thang AM coé song song véi mat phang (BCD) hay khéng? Hay gidi thich tai sao.
b) Bwong thang MN cé song song véi mat phang (BCD) hay khdng? Hay gidi thich tai sao.

4.18. Cho tw dién ABCD. Goi M, N lan Iwot |a trung diém cta hai canh BC, CD. Ching minh
rang dwong thang BD song song vé&i mat phang (AMN).

4.19. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh thang (AB // CD). Goi E la mét diém nam gilra
Sva A. Goi (P) la mat phang qua E va song song v&i hai dwéong thang AB, AD. X4c dinh
giao tuyén cua (P) va cac mat bén cla hinh chép. Hinh tao béi cac giao tuyén la hinh gi?

4.20. Ban Nam quan sat thay du ctra ra vao dwoc mé & vi tri nao thi mép trén cua cira luon
song song v&i mot mat phang ¢ dinh. Hay cho biét d6 |1a mat phang nao va giai thich
tai sao.

B



HAI MAT PHANG SONG SONG <<

THUATNGU i KIEN THUC, KINANG
« Hai mit phdng songsong : * Nhan biét hai mat phdng song song trong khéng gian.
« Dinh li Thalés trong « Gidi thich diéu kién dé hai mat phdng song song.
khéng gian i« Giai thich tinh chéat co ban vé& hai méat phdng song song.
* Hinh lang tru i« Giai thich dinh Ii Thalés trong khong gian.
* Hinh hép + Gidi thich tinh chat co’ ban caa hinh lang try va hinh hop.

i+ M6 ta mt s6 hinh anh trong thic tién ¢6 lién quan dén hai mét
phang song song trong khéng gian.

Céc dau bép chuyén nghiép luén cé ki nédng dung dao diéu
luyén dé thai thirc an nhuw rau, cu, thit, ¢, ... thanh cac miéng
déu nhau va dep mat. Cac nhat cat can tuan tha nguyén tac
gi dé dat dwoc dieu d6?

1. HAI MAT PHANG SONG SONG

) uo1. Cac mat bac thang trong Hinh 4.40 goi nén hinh a@nh
vé cac mat phang khéng cé diem chung. Hay tim thém mét
s6 vi du khac ciing goi nén hinh anh do.

Hai mat phang (o) va (B) dwoc goi la song song voi nhau
néu chung khéng cé diém chung, ki hieu (a) // (B) hay

(B) 17/ (a).
N
oL
Ruéng béc thang co cac ma[
bac thang goi nén hinh anh vé
3 cac mat phang song song.

Nhan xét. Néu hai mat phang (o) va (B) song song v&i nhau
va duwong thang d nam trong (o) thi d va (B) khéng c6 diém
chung, tirc la d song song v&i (B). Nhw vay, néu mét duwong
thang nam trong mét trong hai mat phang song song thi
duwéng thang d6 song song véi mat phang con lai.

\1
Trong hinh anh mé& dau, cac nhat cat ¢ nam trong cac
mét phéng song song hay khéng?

Thap nghiéng Pisa ¢ Y ¢6
cac mét san & mbi tang
khéng song song vé&i mét dat.



2. DIEU KIEN VA TiNH CHAT CUA HAI MAT PHANG SONG SONG

) #o2. Cho méat phang (o) chira hai dwdng thang catnhau a, b
va a, b cuing song song v&i mat phang (B) (H.4.41).

Néu (o) va (B) cat nhau theo giao tuyén c thi hai dwong
théng a va c co song song voi nhau hay khéng, hai dwong
thang b va ¢ co song song v&i nhau hay khéng?

Hay rat ra két luan sau khi tra 16 cac cau héi trén.

Néu mat phang (o) chiva hai dwdng thang cat nhau va hai
dwong thang nay song song véi méat phang (B) thi (o) va
(B) song song v&i nhau.

Ry,
g Néu khéng c6 diéu kién “hai dwéng thang cét nhau” thi
khang dinh trén con dung khéng?

) ui du 1. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khéng cung
nam trong mot mat phang. Chirng minh rang mat phang
(BCE) song song voi1 mat phang (ADF) (H.4.42).

Giai
Vi t&r gidc ABCD la hinh binh hanh nén BC // AD, suy ra
BC // (ADF).

Vi t¢r giac ABEF la hinh binh hanh nén BE // AF, suy ra
BE I (ADF).

Mt phang (BCE) chira hai duong thang cat nhau BC va BE
cung song song voi mat phang (ADF) nén mat phang (BCE)
song song v&i mat phang (ADF).

) Luyén tdp 1. Trong khong gian, cho bén diém A, B, C, D khéng
dong phang. Qua diém A vé hai dwéng thang m, n lan lwot
song song v&i hai dwong thang BC, BD. Chirng minh rang
mp(m, n) song song vé&i mat phang (BCD).

) Vin dung 1. M6t chiéc ban c6 phan chan la hai khung séat
hinh chir nhat c6 thé xoay quanh mét truc nhw trong
Hinh 4.43. Khi mat ban dwoc dat 1én phan chan ban thi
mét ban luén song song voi méat dat. Hay giai thich tai sao.

) noz. Pat mot tAm bia cirng 1én moét géc cla méat ban nam
ngang (H.4.44) sao cho méat bia song song v&i mat dat. Khi
dd mat bia co trung véi mat ban hay khéng?

Qua mét diém nam ngoai mét mat phang cho trudce
c6 mot va chi mot mat phang song song véi mat phang
da cho.

A1)

Néu hai mat phang phan biét cung song song voi mét
phang th(r ba thi hai mat phang dé cé song song véi nhau
hay khéng? Vi sao?

/{ b / “."\
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Hinh 4.4 1

Hay nhéac lai cac tinh chat
ctia dwdng thang song song
v&i mét phang da dwoc hoc
¢ Bai 12.

Hinh 4.42

Hinh 4.43

o

Hinh 4.44



) Vi du 2. Cho hinh chép S.ABCD. Goi M, N, P, Q 1an luot la
trung diém cla cac canh SA, SB, SC, SD (H.4.45). Chirng
minh rang hai mat phang (MNP) va (NPQ) cung song song
voi mat phang (ABCD), tir @6 suy ra bon diém M, N, P, Q
déng phang.

Giai

Vi M, N 1an Iwot Ia trung diém clGa SA, SB nén MN la duong
trung binh ctia tam giac SAB. Do d6, MN // AB va suy ra
MN song song véi mat phang (ABCD). Tuong tw, NP ciing
song song v&i mat phang (ABCD). Vay méat phang (MNP)
song song v&i mat phang (ABCD). Lap luan twong tu ta co
mét phang (NPQ) ciing song song véi mat phang (ABCD).

Hinh 4.45
Hai mat phang (MNP) va (NPQ) cung di qua diém N va cung

song song voi mat phang (ABCD) nén hai mat phang dé

tring nhau, tlre 1a bén diém M, N, P, Q déng phang.

) tuyén tip 2. Cho hinh chép S.ABCD. Goi M, N, P, Q lan
lwot 1a cac diém thudc cac canh SA, SB, SC, SD sao cho

MA _NB_PC _QD :l. Chirng minh rang bén diém M,
MS NS PS QS 2
N, P, Q dong phang.

) #94. Cho hai mat phang song song (P) va (Q). Giad su
mat phang (R) ct méat phang (P) theo giao tuyén a (H.4.46).

a) Giai thich vi sao mat phang (R) cat mat phang (Q).

b) Goi b la giao tuyén clia hai mat phang (R) va (Q). Hai
dwong thang a va b co thé chéo nhau hay khéng, cé thé
cat nhau hay khéng?

Cho hai mat phang song song. Néu mét mat phang cat "
mat phang nay thi cling cat mat phang kia va hai giao
tuyén song song véi nhau.

) Vidu3. Trong Vi du 2, goi E, Flan lwot 1a cac diém thude cac
canh AB, CD (H.4.47). Xac dinh giao tuyen clla mat phang
(MEF) va mat phang (MNPQ).

Giai

Trong Vi du 2, ta d& chirng minh dwoc hai mat phang
(MNPQ) va (ABCD) song song v&i nhau. Vi vay hai giao
tuyén ctia mat phang (MEF) véi hai mat phang (MNPQ)
va (ABCD) song song v&i nhau. Trong mat 'phéng (MEF),
qua M vé dudng thang song song voi EF cat PQ tai G thi
dwong thang MG la giao tuyén clia hai mat phang (MEF) va
(MNPQ). Hinh 4.47




) Luyén tip 3. Trong Vi du 3, hay xac dinh giao tuyén ctia méat phang (EMQ) va méat phang

(ABCD).
3.DINH Li THALES TRONG KHONG GIAN df \d
) HD5. Cho ba mat phang (P), (Q) va (R) d6i mot song song. PA—A [
Hai dwong thang phan biét d va d' cat ba mat phang lan luvot /\ |\
tai A, B, Cva A’ B’ C'(C khac C". Goi D la giao diém cua /\5 , /
AC'va (Q) (H.4.48). AP e
. D
a) Cac cap duong thang BD va CC’, B'D va AA’ ¢cO song / \\
song v&i nhau khong? Ac‘ﬂ ol /
b) Cac ti sé ABT AD 3 A'B 4 bang nhau khéng? /
BC DC' B'C’ Hinh 4.48
Két qua sau con dugc biét dén nhw dinh |i Thalés trong Nhéc lai dinh Ii Thalés trong
khong gian. hinh hoc phang.

Ba mét phang déi mét song song chan trén hai cat tuyén \
phan biét bat ki nhirng doan thang twong (rng ti 1&.

Trong Hinh 4.48 ta co 2t = & = A

A'B' B'C' A'C"

) Vidu 4. Cho hinh tir dién SABC. Trén canh SA lay cac diém
A, A,saocho AA =2A A Goi (P) va (Q) la hai mat phang
song song VoI m%t phang (ABC) va lan ‘Iu*r;rt diquaA, A,
Mat phang (P) cat cac canh SB, SC lan lvot tai B,, C,.
Mat phang (Q) cat cac canh SB, SC lan Iwot tai B, C,
(H.4.49). Chi*ng minh B,B,=2B,Bva C.,C,=2C,C.

Giai

Ap dung dinh li Thalés cho ba mat phang ddi mét song song
(P), (Q), (ABC) va hai cat tuyén SA, SB, ta co 22‘ = %i .
ViAA =2AAnénB,B, = 2B_B. 1
Twong tw vé&i hai cat tuyén SA, SC suy ra CL,=20.0.

» tuyén t3p 4. Trong HDS, Tcho AB :32 cm, BC = 4 cm va Hinh 4.49
A’'B’= 3 cm. Tinh @6 dai cua doan thang B'C".

4.HiNH LANG TRU VA HINH HOP

) u6. Cac hinh anh dwéi day cé dac diém chung nao véi hinh lang tru dirng tam giac ma em
da hoc & lop 77




' Cho hai mat phang song song () va (o). Trén (c) cho |

Al
da giac 15 AfAz...An. Qua cac dinh A:- sz An vé cac A \
duong thang déi mét song song va cat mat phang (o) tai o ‘ﬂ \

A',A', ..., A" Hinh gém hai da giac A A,.. A A'A’,. A"
va cac to giac A, A'ALA, AA'AA. . AA'A'A duoc

goi la hinh Iang try va ki hiéu 1a A A, A A'A". A" S Lk e U 7T
(H.4.50). A ol ‘
« CacdiémA A, .., A vaA' A, .. A duocgoila }

cac dinh, cac doan thang A A, A A, ..., AA' duoc M 480

goi la cac canh bén, cac doan thang AA,, AA.,, ...,

AA vaA' A, AA, ..., A'A’, dwoc goi la cac canh

day cua hinh lang tru. Hinh lang tru c6 day la tam

. : o iy e : i giac dwec goi 1a hinh lang
HaidagiacAA,..A vaA'A’,.. A’ dwoc goila hai mat tru tam gi4c, hinh lang tru

day cua hinh lang tru. c6 day 1a té gidc dwoc goi 1a

S hinh lang tru t& giac.

. Cactr giac AA'AA, AAA'A, .. AAA'A duoc s SV IFORe
goi la cac mét bén cua hinh lang tru.

W\
Hay giai thich tai sao cac mat bén cua hinh lang tru la
hinh binh hanh, tir d6 suy ra cac canh bén déi mét song
song va cd dd dai bang nhau.

Cha y. Tén cua hinh lang tru dwoc goi dya theo tén cua

da giac day. B
A
» Vi du 5. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C. Mot mat . c
phang song song v6i mat day cda hinh lang tru cat cac canh ;
bén cua hinh lang tru lan lwot tai A”, B", C"(H.4.51). Chirng e
minh rang ABC.A"B"C" |a hinh lang tru. ol s 1 Y,
Vi cac canh bén cta hinh lang tru ABC.A'B'C’' @di mét song - 'J\\
song nén AA"” BB" CC" ddi mét song song. Mat phang  A'le” e
(ABC) song song v&i mat phang (A"B”C") nén ABC.A"B"C" ol
la hinh lang tru. Hinh 4.51 e

) Luyén tip 5. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C". Goi M va M’ 1an Iwot |a trung diém cla
céc canh BC va B'C’. Chirng minh rang AMC.A'M'C' |a hinh lang tru.

) H97. Hinh anh nao trong HD6 goi nén hinh anh vé hinh lang tru cé day la hinh binh hanh?



r )

Hinh I&ing tru t&r gidc ABCD.A'B'C'D’ ¢6 hai déy la hinh | @i dinh dGi dién cia hin
binh hanh dwoc goi 14 hinh hé hop 1 hai dinh khong cung
in YC gc P- thuéc bét ki mat nao cia
— Céaccap diém Ava C', Bva D', Cva A’ Dva B'duoc hinh hop. Hai mat doi dién
goi la cac dinh déi dién ctia hinh hop. CHa TR RO A el S

khéng co diém chung.

— Céc doan thang AC’, BD', CA’ va DB’ duoc goi la cac
dwdng chéo cua hinh hop.

— Cac cap tir giac ABCD va A'B'C'D', ADD'A'va BCC'B',
ABB'A’' va DCC'D’ dwoc goi la hai mat doi dién cua
hinh hop.

L% .

) Vi du 6. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’ (H.4.52). Chirng minh

rang cac dwéng chéo AC', BD', CA’va DB’ clia hinh hép

cung di qua trung diém ctia méi dwong.

Giai

Day ABCD cua hinh hop la hinh binh hanh nén AD // BC va

AD = BC. Mat bén BCC'B’' cua hinh hép la hinh binh hanh nén

BC // B'C'va BC = B'C' Vay AD // B'C' va AD = B'C’, suy ra

t&r giac ADC'B’1a hinh binh hanh. Tir d6 AC’va DB’ cét nhau

tai trung diém cGa méi dwong. Twong tw AC' va BD', AC’

va CA'’ ciing cét nhau tai trung diém cta méi duong. Vay Hinh 4.52
bén dwong chéo clia hinh hép cing di qua trung diém cla

moi dudng.

) Luyén tip 6. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D'. Chirng minh rang hai mat phang (ADD'A) va
(BCC'B") song song voi nhau.

Nhan xét. Tl Vi du 6 va Luyén tap 6, ta co:

— Céac dudng chéo cla hinh hdp cung di qua trung diém cia moi dwong;
— Cac mat déi dién cha hinh hép song song v&i nhau va cé thé coi la hai day cta hinh hop.

) Vin dung 2. Dé xac dinh muc nwéc trong mét chiec bé co
dang hinh hop, bac Ha dat moét thanh gé du dai vao trong
bé sao cho mét dau cua thanh gé dwa vao mép clia nap
bé, dau con lai nam trén day bé (H.4.53). Sau dé bac Ha
rat thanh gé ra ngoai va tinh ti I& gilra d6 dai cGa phan
thanh gb bi ngam trong nwéc va dé dai clia ca thanh gb.
Ti I& nay chinh bang ti & gitra mwe nwéc va chiéu cao clia bé.
Hay giai thich vi sao.

Hinh 4.53

BAITAP
4.21. Trong khéng gian cho ba méat phang phan biét (P), (Q), (R). Nhirng ménh dé nao sau
day la dung?
a) Néu (P) chira mét dwéng thang song song voi (Q) thi (P) song song véi (Q).



b) Néu (P) chira hai dwéng thang song song véi (Q) thi (P) song song véi (Q).
c) Néu (P) va (Q) song song véi (R) thi (P) song song véi (Q).
d) Néu (P) va (Q) cat (R) thi (P) va (Q) song song véi nhau.
4.22. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C". Goi M, N, Plan lwot |a trung diém cla cac canh
AA' BB’ CC' Chirng minh rdng mat phang (MNP) song song v&i mat phang (ABC).

4.23. Cho hinh thang ABCD cé hai day AB va CD. Qua cac diém A, D 1an lvot vé cac dudng
thang m, n song song v&i nhau va khéng nam trong mét phang (ABCD). Chirng minh rang
mp(B, m) va mp(C, n) song song vo&i nhau.

4.24. Cho hinh tr dién SABC. Trén canh SA |4y cac diém A, A, sao cho AA =AA,=A.S.
Goi (P) va (Q) 1a hai mat phang song song véi mat phang (ABC) va lan lvotdiqua A, A,
Mat phang (P) cat cac canh SB, SC lan Ivot tai B,, C,. Mat phang (Q) cat cac canh SB,
SC Ian luot tai B,, C,. Chirng minh B8,=B,8,=B,Sva CC,=C,C,= C,S.

4.25. Cho hinh lang tru t&r giac ABCD.A'B'C'D’. M6t mat phang song song v&i mét phang
(A'B'C'D") cat cac canh bén cla hinh lang tru 1&n lwot tai A”, B”, C", D". Héi hinh tao bdi
cac diém A, B, C, D, A" B" C" D"la hinh gi?

4.26. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C’. Goi G va G'lan lwot la trong tdm cGa hai tam
giac ABCva AB'C'
a) Chirng minh rang tir giac AGG'A’la hinh binh hanh.
b) Chirng minh rang AGC.A'G'C’1a hinh lang tru.

4.27. Cho hinh hép ABCD.AB'C'D’. Mét mat phang song
song v&i méat bén (ABB'A") cla hinh hdp va cat cac canh
AD, BC, A'D', B'C'lan luot tai M, N, M', N' (H.4.54).

Chirng minh rang ABNM.A'B'N'M' 1a hinh hép.

Hinh 4.54

4.28. Cau thang xwong ca la dang cau thang ¢ hinh dang twong tw nhw nhirng dét xwong
ca, thwong co nhirng bac cau thang véi khoang mé Ién, tao duoc sw nhe nhang va
thoang dang cho khéng gian séng. Trong Hinh 4.55, phan mép ctia mdi bac thang nam
trén twong song song véi nhau. Hay giai thich tai sao.

Hinh 4.55



PHEP CHIEU SONG SONG <<<

THUATNGU | KIEN THU'C, Ki NANG
« Phép chiéu song song « Nhan biét khai niém va tinh chat co ban vé phép chiéu song song.
« Hinh chiéu : » Xac dinh anh ctia mét diém, mét doan thang, mét tam giac, mot
« Phwong chiéu | dwong tron qua phép chiéu song song.
« Hinh biéu dién .+ V& hinh biéu dién ctia mét s6 hinh khéi don gian.
: « M6 ta mot s6 hinh anh trong thuc tién cé lién quan dén phép
i chiéu song song.
Trong bong da, cong nghé Goal-line dwoc (R I TP I
st dung dé xac dinh xem béng da hoan E%:E:Ez%z%:?%iﬁ;ﬁ*g&
toan vuot qua vach véi hay chua, tir @6 -*‘:"‘iﬁ;ﬁﬁﬁi*ﬁﬁg%iﬁ

SIS

giup trong tai dwa ra quyét dinh vé mét
ban thng c¢6 dwoc ghi hay khéng. Yéu té
hinh hoc nao cho ta biét qua bong da
vuot qua vach voi hay chuwa?

sbeSese :
SRR e S L e )
2o 0202026202026 02!

Py Mot ban thdng duroc ghi.
1. PHEP CHIEU SONG SONG

) Ho1. Mot khung cira sé c6 dang hinh trén véi cac chan song tao thanh hinh vuéng ABCD,
hai dwéng chéo cla hinh vuéng cat nhau tai O. Dwéi anh mat troi, khung clra va cac chan
song dd béng 1én san nha (H.4.56a). Quan sat hinh vé va tra |&i cac cau héi sau:

a) Cac dwong thang néi méi diém A, B, C, D véi béng A’, B', C', D' c6 ddi mét song song

hay khéng?
b) Lam thé nao dé xac dinh dwoc bong dé trén san nha ciia méi diém trén khung cira s6?
| : | : L : 1 ; | : ﬁ 1 I | : | : | : I ; | : 1
| F 1 | | l | | | :
3 O \i | ! | 1 1 | | ] 1

N
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Hinh 4.56
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Cho méat phang (o) va dwéng thang A cat (o). V&i mbi diem M trong khéng gian ta xac

dinh d@iém M’ nhu sau:

« Néu M thudc A thi M'1a giao diém clia (o) va A.

« Néu M khéng thudc A thi M’la giao diém cla («) va dwdng thang qua M song song vai A.
Diém M' dwoc goi |a hinh chiéu song song ctia diém M trén méat phang (o) theo phuwong A.

Phép dat twong (rng méi diém M véi hinh chiéu M'cta né dwoc goila phép chiéu song song
Ién (o) theo phuong A.

_Mat phang (o) dwoc goi 1a mat phang chiéu, phwong A dwoc goi la phwrong chiéu. !

Yl
g Trong HD1, lam thé nao dé xac dinh dwoc béng clia toan bd song clra CD trén san nha?

Cho hinh Z6. Tap hop Z6' cac hinh chiéu M’ cla cac diém M thudc Z6 qua phép chiéu
song song duoc goi la hinh chiéu cua Z0 qua phép chiéu song song do.

N

Hinh chiéu caa hinh chir “A Béng dé cua nguoi béan hang rong
dwoi anh mat trot trén dwong pho HOI An

Chu y. Néu mét dudng thang cung phuong véi phwong chiéu thi hinh chiéu cla duong
thang doé 1a mét diém. Ké tir day, khi xét hinh chiéu ctia dwéng thang, néu khéng néi gi thém
ta chi xét hinh chiéu cta cac dwdng thang khéng cung phwong véi phwong chiéu.

) Vidu1. Cho hinh lang tru tam giac ABC.AB'C".

a) Xac dinh hinh chiéu cGa diém A trén mat phang (A'B'C)
theo phuong CC".

b) Goi M la mét diém thudc doan thadng AB. Xac dinh hinh

chiéu ctia M trén méat phang (A'B'C) theo phwong CC".

Giai (H.4.57)

a) Vi ABC.A'B'C'la hinh lang tru nén AA'// BB'// CC' Vi A’
thuéc méat phang (A'B'C) nén A’la hinh chiéu ctia A trén
maét phang (A'B'C’) theo phwong CC'

b) Trong méat phang (ABB'A) vé MM' // AA' véi M’ thude A'B’
thi MM'// CC". Vi M'thudéc méat phang (A'B'C’) nén M'la hinh
chiéu cha M trén méat phang (A'B'C)) theo phwong CC". Hinh 4.57




) Luyén tdp 1. Cho hinh hop ABCD.EFGH (H.4.58). Xac dinh
hinh chiéu ctia diém A trén mat phang (DCGH) theo phuong
BC va theo phwong BG.

) Vin dung 1. Trong hinh &nh mé dau, khi mét ban thang duoc N N— G
ghi thi hinh chiéu cda qua bong trén mat dat theo phuong 2| .-~ H
thang ding c6 vi tri nhw thé nao so véi vach véi?

Hinh 4.58

2. TiNH CHAT CUA PHEP CHIEU SONG SONG
» w02, Quan sat Hinh 4.56a va tra 101 cac cau hdi sau:
a) Hinh chiéu O’ cGia diém O c6 nam trén doan A'C’ hay khéng?
b) Hinh chiéu cua hai song ctra AB va CD c6 song song v&i nhau khéng?
¢) Hinh chiéu O’ ctia diém O c6 phai la trung diém clGa doan A'C’ hay khéng?
Ta ¢6 céac tinh chéat sau cta phép chiéu song song:

- ) ) ) . = = = = B
- Pheép chieu song song bién ba diem thang hang thanh ba diém thang hang va khong
lam thay doi thir t ba diém do. Phép chiéu song song bien dwong thang thanh duong
thang, tia thanh tia, doan thang thanh doan thanag.
« Phép chiéu song song bién hai dwéng thang song song thanh hai dwéng thang song
song hoac trung nhau.

« Phép chiéu song song giir nguyén ti s6 d6 dai cia hai doan thang cung nam trén mot
duwong thang hoac nam trén hai duwdng thang song song.

#

A L .
i /WB?D
A A’ B 74 D /( o4 5
AB _AB' AB _AB
cO CD CD CD
a) b)
Hinh 4.59
Y . ,
Hinh chiéu cla hai dwdng thang cat nhau cé phai Ia hai
dwong thang cat nhau hay khéng?
» Vi du 2. Cho hinh binh hanh ABCD va goi A'B'C'D’ |a hinh
chiéu ciia ABCD trén mat phéng (P) theo phuong d (H.4.60). g . =
Chirng minh rang t&r giac A'‘B'C'D' la hinh binh hanh. / 5
A D/
Giai ;

Vi ABCD la hinh binh hanh nén AB song song v6i CD, do 6 S i
hinh chiéu ctia AB la A'B’ song song v&i hinh chiéu ctia CD b C’
la C'D". Tuwong tw A'D'song song voi B'C". £ A’ D

T giac AB'C'D'co A'B'// C'D'va A'D'// B'C' nén no la hinh ,
binh hanh. Hinh 4.60
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) Luyén tdp 2. Chirng minh rang hinh chiéu song song ctia mét Kj c
hinh thang la mét hinh thang (H.4.61). D £ /

" i ; ; : . A’ :
» Vidu3s. C’ho tam giac AB(; co6 M la trung diém clia BC. Mét d /—\B
phép chiéu song song bién tam giac ABC thanh tam giac

; : D' '
A'B'C' bién M thanh M'. Chirng minh ring A'M’ 13 duong 2 &
trung tuyén cla tam giac A'B'C’' (H.4.62). Hinh 4.61
Giai C

Vi M |a trung diém cla BC nén B, M, C thang hang theo the
tw d6 va i—hg =1.Dovay B', M', C'thang hang theo thir ty d6
va B

M'C'
duéng trung tuyén clia tam giac A'B'C’,

=1, tec 1a M’ |a trung diém cua B'C'. Vay A'M' 1a

) Luyén tip 3. M6t phép chiéu song song bién tam giac ABC
thanh tam giac A'B'C’. Chirng minh rang phép chiéu do bién
dwdng trung binh caa tam giac ABC thanh dwong trung binh Hinh 4.62
cuia tam giac AB'C'.

3. HiNH BIEU DIEN CUA MOT HINH KHONG GIAN

) #93. Trong ba hinh dwéi day, hinh nao thé hién hinh lap phwong chinh xac hon?

r---—-
ey N

el R

- o= o= -
[ [ —— "

a) b) c)
Hinh 4.63
T dau chwong, ta thwéng minh hoa cac hinh tir dién, hinh 1ap phwong, hinh lang tru, ...

bang cac hinh vé trén gidy. Cac hinh vé ndy déu tuan theo mét nguyén tac nhat dinh va
ching duoc goi la hinh biéu dién cta hinh khéng gian trén mat phang.

Hinh biéu dién cua mot hinh trong khéng gian la hinh chiéq song song cua hinh doé trén
mét mat phang theo mét phuong chiéu nao dé hoac hinh déng dang véi hinh chiéu dé.

"‘l » » > ——
Quan sat hinh anh khung ctra sé6 trong Hinh 4.56a va cho biét hinh biéu dién cua hinh
tam giac, hinh vuéng, hinh trén la hinh gi?



i
Hinh chiéu ddng

Khi hinh phang nam trong méat phang khéng song song voi
phwong chiéu thi hinh biéu dién cla hinh phang dé cé cac

tinh chat sau: B
" _ . s
— Hinh biéu dién cua mét tam giac (can, déu, vuéng) la mét °%¢
tam giac;

— Hinh biéu dién cta hinh vuéng, hinh chi nhat, hinh thoi,
hinh binh hanh la hinh binh hanh;

— Hinh biéu dién cta hinh thang ABCD v6i AB // CD la mot
AB A'B' Hinh chiéu bing

hinh thang A'B'C'D'v6i A'B'// C'D'thoa méan = : \
cD C'D’
— Hinh biéu dién cuta hinh trén 1a hinh elip.

Hinh chiéu bang, hinh chiéu drng, hinh chiéu canh
clia mot vat thé (mén Cong nghé 8 va Céng nghé 10)
chinh 1a hinh biéu dién cla vat thé do.

) Vi du 4. V& hinh biéu dién cGa hinh lang tru ABCD.A'B'C'D’ D -
c6 mat day ABCD la hinh thang, AB song song voi CD va ; ;
AB = 2CD 1' l'

- ; ; B

Giai
Hinh lang tru ABCD.A'B'C'D’ c6 cac mat bén la hinh binh
hanh nén hinh biéu dién cla né cling cé cac mat bén |a hinh
binh hanh. Hinh thang ABCD co hai day AB, CDva AB=2CD
nén hinh biéu dién ctia ABCD la mét hinh thang c6 dd dai
mot day gép hai Ian do dai cla day con lai. Twr do, ta vé
dwoc hinh biéu dién cda hinh lang tru ABCD.A'B'C'D’ nhw Hinh 4.64
Hinh 4.64.

) Luyén tip 4. V& hinh biéu dién cta hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh.

) Vin dung 2. Phép chiéu song song co thé duoc st dung dé vé dang néi (hay dang 3D) cla
chi¥ cai nhu trong hinh dwéi day. Theo phwong phap dé hay vé dang ndi ciia mét s6 chiv céi
quen thuécnhw L, N, T, ...
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4.29. Nh(rng ménh dé nao trong cac ménh dé sau day la dung?

a) Phép chiéu song song bién doan thang thanh doan thang.

b) Phép chiéu song song bién hai dwéng thang song song thanh hai dwong thang
cat nhau.

c) Phép chiéu song song bién tam giac déu thanh tam giac can.
d) Phép chiéu song song bién hinh vuéng thanh hinh binh hanh.

4.30. Néu tam giac A'B'C’la hinh chiéu ctia tam giac ABC qua mét phép chiéu song song thi
tam giac ABC cé phai la hinh chiéu cta tam giac A'B'C’ qua mét phép chiéu song song
hay khéng? Giai thich vi sao.

4.31. Phép chiéu song song bién tam giac ABC thanh tam giac A'B’C’. Chirng minh rang
phép chiéu d6 bién trong tdm cua tam giac ABC thanh trong tdm culia tam giac AB'C"

4.32. Hinh 4.65 ¢6 thé I hinh biéu dién clia mét hinh luc gi4c déu hay khong? Vi sao?

Hinh 4.65

4.33. V& hinh biéu di&én cda hinh chép S.ABCD cé day
ABCD la hinh thang, AB song song véi CD va AB=2 cm,
CD=6cm.

4.34. Trong hinh bén, AB va CD la béong cua hai thanh chan
clia mét chiéc thang dwéi anh mat troi.

Hay giai thich tai sao AB song song voi CD.




e Emcé biét? e N
Phép chiéu song song dwoc st dung chi yéu trong cac ban vé ki thuat vi phép chiéu
nay thé hién dung ti 1 kich thwéc trén vat thé. Tuy nhién, phép chiéu song song khéng
thé hién dung nhirng gi ma mat nguwoi quan sat dworc, vi du nhw phép chiéu song song
khéng thé hién dung luat xa gan: déi voi cac vat thé cé cung kich thudre, vat thé & gan
phai 16n hon, vat thé & xa phai nhé hon. Vi vay, trong nhiéu trwdng hop, phép chiéu
song song khéng thé hién dung dé cao, dé sau cla déi twong trong thuc té va tao ra o
giac cho nguwdi xem. Bang cach khai thac nhirng do giac nay, Maurits Cornelis Escher
va Roger Penrose da dwa ra nhirng hinh anh vé cac “vat thé bat kha thi” (impossible
objects) — cac vat thé khéng ton tai trong thuc té. “Thac nudc Escher” va “Cau thang
Penrose” |a hai vi du vé cac vat thé nhu vay.

Thac nuée Escher Céu thang Penrose

Pé kh&c phuc nhirng han ché clia phép chiéu song song, nguoi ta sir dung phép chiéu
xuyén tdm (hay phép chiéu phéi canh) ma & do luat xa gan dwoc dam bao. Phép chiéu
xuyén tdm v&i tdm C 1én mat phang chiéu (P) (khéng di qua C) cho twong (rng mdi
diém M trong khong gian véi diém M’ 1a giao diém clia CM va (P). Phép chiéu xuyén
tam bién dwdng thang thanh dwong thang.

Khi nhin hai duong ray xe lira ta c6 cam gidc
chung “cat nhau o xa vo tan”

Néu (Q) la mét mat phang cat méat phang (P) theo giao tuyén d thi phép chiéu xuyén
tam bién cac dwong thang song song nam trong mat phang (Q) va khéng song song
voi d thanh cac dwong thang déng quy. Khi do, diém déng quy nam trén giao tuyén v
cla (P) va mat phang qua C song song voi (Q). Giao tuyén nay con dwoc goi la “dwdng
thang vo tan” hay “dwéng chan tréi” trong héi hoa. Tinh chét nay clia phép chiéu xuyén
tam gidi thich tai sao khi vé phéi canh, cac dudng thang song song trong thuc té va
hwdng vé phia nguoi vé lai cé xu hwdng cat nhau tai mot diém & “xa vo tan”.
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BAI TAP CUGI CHUONG IV <<<

A - TRAC NGHIEM

4.35. Cho dwong thdng a song song véi mat phang (P). Mat phang (Q) chira dwong thang
a va cét mat phang (P) theo giao tuyén 1a dwéng thang b. Vi tri twong déi clia hai dwdng
thang ava b la
A. chéo nhau.

B. cat nhau.
C. song song.

D. trung nhau.

4.36. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi M |4 trung diém cuta
canh SD. Buong thang SB song song véi mat phang

A. (CDM). B. (ACM). C. (ADM). D. (ACD).
4.37. Cho hinh hép ABCD.A'B'C’'D". Mat phang (AB'D’) song song v&i mat phang
A. (ABCD).
B. (BCC'B).
C. (BDA).
D. (BDC).
4.38. Cho ba méat phang (P), (Q), (R) déi mét song song véi nhau. Buwéng thang a cat cac
mat phang (P), (Q), (R) lan lwot tai A, B, C sao cho % :% va duong thang b cat cac mét

phang (P), (Q). (R) lan luot tai A’ B, C". Ti sé ik,

ban
B'C’ g

2 3 2
A. —. B C. —. D. —.
3 2 5

1
b
4.39. Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD l|a hinh binh hanh. Goi M, N lan lvot |a

trung diém ctia cac canh SB, SD; K la giao diém clia mat phang (AMN) va dwong thang SC.
Tieh =0 bang
SC

1 1 1 2
A, —. B. —. C. - D. —.
2 3 - 3

4.40. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D". Goi M, M'lan Iwot |a trung diém cla cac canh BC, B'C".
Hinh chiéu ctia AB'DM qua phép chiéu song song trén (A'B'C'D’) theo phwong chiéu
AA'la
A. ABA'M' B. ACD'M' C. ADMM' D. ABD'M".



B-TU LUAN
4.41. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD Ia hinh thang, AB // CD va AB < CD. Xac dinh
giao tuyén cla cac cap mat phang sau:
a) (SAD) va (SBC);
b) (SAB) va (SCD);
¢) (SAC) va (SBD).

4.42. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C". Goi M, N, P lan lwot la trung diém cla cac canh
AB, BC, AA".
a) Xac dinh giao diém clia méat phang (MNP) véi dwdng thang B'C.

b) Goi K la giao diém clia mat phang (MNP) véi dwdng thang B'C. Tinh ti sé ii .

4.43, Chp hinh chpp S.ABCD cé day ABCD la hinh binh hanh. Trén canh SC va canh AB lan
lwot lay cac diem M va N sao cho CM =2SM va BN = 2AN.

a) Xac dinh giao diém K clia mat phang (ABM) voi dwdng thang SD. Tinh ti sb g—g
b) Chirng minh rang MN // (SAD).
4.44. Cho hinh chop S.ABCD cé day ABCD la hinh binh hanh. Goi G, K Ian Iwot la trong tam
cua cac tam giac SAD, SCD.
a) Chirng minh rang GK // (ABCD).
b) Mat phang chira duong thang GK va song song v&i mat phang (ABCD) cét cac

canh SA, SB, SC, SD lan lvot tai M, N, E, F. Chirng minh rang t& giac MNEF la hinh
binh hanh.

4.45. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D". Goi M, N lan lwot 1a trung diém cia cac canh AD, AB"
Chirng minh rang:
a)BD// B'D' (A'BD)//(CB'D'"Yva MN //(BDD'B');
b) Bwong thang AC' di qua trong tam G cla tam giac A'BD.

4.46. Cho ti dién ABCD. Trén canh AB lay diém M sao cho BM = 3AM. Mat phang (P) di qua
M song song v&i hai dwong thang AD va BC.
a) Xac dinh giao diém K ctia méat phang (P) véi dwéng thang CD.

KC
b) Tinh ti s6 —.
) Tinhtis cD
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GIGI HAN.
HAM SO LIEN TUC

Chuwong nay trinh bay khai niém gi¢i han cua day so, cta
ham sé va mét sé dinh Ii, quy tac tim giéi han. Chung la co
s& cho viéc nghién ctru cac ndi dung khac cua Giai tich va
cho phép gidi quyét nhiéu bai toan ctia khoa hoc va thuc
tién. Khai niem ham sé lién tuc va mét vai tinh chat don
gian cla chung duwoc trinh bay & phan cudi chuong.

THUATNGU . KIENTHUC, Ki NANG

« Gi6i han cha day s i + Nhan biét khai niém gid¢i han cta day s6.

« Cac phép toan giéi han : « Giaithich mdt so giéi han co ban.

» Cép sb nhan Iui vd han ;| + Van dung cac phép toan gi¢i han dé tim giti han cia mot s6 day

» Téng cua cap sb6 nhan ; SO don gian.

i v6 han : « Tinh téng cua mdt cap s6 nhan Iui vo han va van dung duoc két

qué d6 dé giai quyét mot sd tinh hudng thwe tién gia dinh hodc
lién quan dén thwce tién.

Nghich li Zeno. Achilles (A-sin, mét nhan vat trong than thoai Hy Lap, dwoc mé ta la cé
thé chay nhanh nhu gi6) dudi theo mét con rua trén mét dwdng thang. Vi tri xuat phat cda
Achilles la A,, cach vi tri xuat phat R, ctia ria mét quang dwong co chiéu dai la a (H.5.1).
Zeno li luan réng mac du chay nhanh hon nhung Achilles khéng bao gi® dudi kip rua.

A, A2 A_F A, A5 ae
O O O *—0—9©
F:'1 Fv?? R3 Fv.‘4 ||"\’5
Hinh 5.1

That vay, truvoc tién Achilles phai dén dwoc vi tri A,= R, va trong khoang thoi gian nay, rua da
di chuyén dén vi tri R,. Sau @6, Achilles phai dén dl.ro'c vitri A,= R,, luc nay rua da di chuyén
dénvitri R,,... Clr nhu vay, Achilles khéng bao gi& dudi kip rlia.

Zeno (490 - 429 tredc Cong nguyén) la mét triét gia Hy Lap, dén tir thanh phé Elea (mién
nam nwéc Y ngay nay). Trong sé cac nghich li cia Zeno, nghich li Achilles duéi rua dwoc coi
la da thic day sw hinh thanh khai niém gi¢i han, mét cong cu thiét yéu cla toan hoc, duoc
str dung dé nghién ctru cac qua trinh lién quan dén suw vé han.



1. G101 HAN HO'U HAN CUA DAY S0
) 1#01. Nhan biét day sé ¢6 gi&i han 1a 0

-1
-
a) Biéu di&én nadm sé hang dau cltia day sé nay trén truc sé.

Cho day sé (u,,) voi u, =

b) Bat dau tir sé hang nao ctia day, khodng cach tir u, dén 0 nhé hon 0,012

@ R

Ta noi day so (u,) co giéi han Ia 0 khi n dan téi dwong vé cuc, néu |u,| cé thé nhé hon
moét s6 duong bé tuy y, ké tir mét sé hang nao dé tré di, ki hiéu lim u, =0 hay u, —»0

. N—+x
khi n — 4.
\ 7

) Vidu1. Xétday so (u, ) véi u, = iz Giai thich vi sao day sb nay cé gi¢i han la 0.
n
Giai
Day s6 nay c6 gi¢i han la 0, béi vi |u,| = iz c6 thé nho hon mét s6 dwong bé tuy y khi n da 1ém.
n

Chang han, dé |u,| <0,0001 tirc la LI , ta c&n n? > 10 000 hay n>100. Nhw vay,

n° 10 000
cac sb hang clia day ké tir s6 hang thir 101 déu co gia tri tuyét déi nhé hon 0,0001.

Chu y. Ttr dinh nghia day s6 ¢c6 gi¢i han 0, ta cé cac két qua sau:

- 1 F ou » -~ ..1. -
* lim — =0 voi kla mot s6 nguyen duong;
M—s+on n

+ lim ¢" =0 néu|qg| < 1;

n—o+x

- Néu|u,|<v, véimoin=1va lim v, =0thi lim u,=0.

[ I nN—+x

) 1 n-1
'3 luyén tip 1. Chirng minh rang lim (1) =0.

n—s+u 3”

) #o2. Nhan biét day sé cé gi¢i han hiru han

n+(-1)" .
Cho day s6 (u,,) voi u, = % Xét day s6 (v, ) xac dinh béi v, =u, —1.
Tinh lim v,,.
nN—+oo

a ™

Ta noi ddy so (u,, ) co gi¢i hanla s6 thwc a khi n dan téi dwong vé cucnéu lim (u, —a)=0,

nN—+x
ki hiéu lim u, =a hay u, — a khi n - +w.
=p4o0

\, J




) Vidu2. Xétday s6 (u,) voiu, = ZHTH- Ching minh rang lim u,, = 2.

) Luyén tdp 2. Cho day sb (u,, ) voi u, =

=400

Giai
2n+1)-2
Ty, 2= 20 o AN -2 A s
n n n
Dovay lim u, =2.

N=3400

Cha y. Néu u_ = c (cla hang sb) thi lim u, =c.

1=

3-2" -1

im u, = a khi va chi khi

=t
lim (u,—a)=0.

N=s+x

. Chirng minh rang lim u,, = 3.
N 400

1) Vin dung 1. M6t qué béng cao su dwoc tha tir dd cao 5 m xubng mét mat san. Sau méi lan

- > - k) -~ -~ o 2 -~ e - . W * o k] - -
cham san, qua bong nay len do cao bang 3 do cao trwdc d6. Gia s rang qua bong ludn

chuyén déng vuéng goc véi mat san va qua trinh nay tiép dién vé han lan. Gid stv u, 1a
do cao (tinh bang mét) ctia qua bong sau lan nay Ién thir n. Chirng minh rang day so6 (u,) cé

gi¢i han la 0.

2. DINH Li VE GIG'I HAN HUU HAN CUA DAY S0

) 493, Hinh thanh quy tic tinh gi&i han

oroaas % - = 1 2
Cho hai ddy so (u, ) va (v, ) véiu, =2+—,v, =3—-=.
n n
Tinhvasosanh: lim (u, +v,)va lim u, + lim v,,.
n—+ i N—+4w n—s+

Téng quat, ta co cac quy tac tinh gi¢i han sau day:

-

a) Néu lim u, =ava lim v, = b thi
M=+ =40
lim (u, +v,)=a+b; lim (u,-v,)=a-b;
=+ N—s 4+
lim (u, -v,)=a-b; lim u—”:i(néubim.
fsgp® 0 n—+o ¥ b
b) Néu u, >0 véimoinva lim u, =a thi
N—r40
a=0 va lim .Ju =+/a.
L N—+0 H ‘J_
I Pé tinh gidi han clia day s6 dang phéan thirc,
P Vidy3s. Tim lim =77 ta chia ca tir thirc va mau thikc cho lug thira
A+ 20° —1 cao nhét cua n, roi 4p dung cac quy téc tinh
Giai gioi han.
Ap dung cac quy tac tinh gidi han, ta dwoc
2 1+1+i lim (1+1+i2)
im A+l n np? _nm+\ n n°)_1
340 2 = B +00 1 B . B ]
B 2n 1 L 2——2 lim (2“2) 2
n N—+x n




2
) wyéntip3. Tim lim Y27 +1

n=+c nN+1

3. TONG CUA CAP SO NHAN LUI VO HAN

) wo4a. Lam quen véi viéc tinh téng vé han

Cho hinh vuéng canh 1 (don vi dd dai). Chia hinh vudéng d6

thanh bén hinh vuéng nhé bang nhau, sau dé t6 mau hinh
vudng nho goc dwoi bén trai (H.5.2). Lap lai cac thao tac nay
v&i hinh vudéng nho goc trén bén phai. Gia str qua trinh trén

tiép dién vé han lan. Goi uy, Uy,..., U,,... 1an lvot 1a dd dai
canh cua cac hinh vuéng duwoc té mau.

a)Tinhtbng S, =u, + Uy +...+ U,.

b) Tim S = lim S,,. Hinh 5.2

11—+
Cép s6 nhan vé han (u,, ) c6 céng bdi g v&i |g| < 1 dwoc goi la cap s6 nhan Iui vo han.

Cho cap s6 nhan IUi v han (u,, ) v&i cong boi . Khi do

u1(1—q”)
S, =t +...+U, =?.

Vi|g|l <1 nén q" — 0 khi n — +». Do do, ta co

finS, &1l - gl ] s 20
=+ H—+x 1—q 1—q 1—q

Gi¢i han nay dwoc goi la téng ctia cép sé nhan Iui vé han (u, ), va ki hiéu la

S=U+Uy+...+U, +...
Nhw vay

s=3% (<)

n-1
) vidua. Tinh téng S=1-%+1-1+...+[-1] +...

4 8 2
Giai
Day la téng clia cép sb nhan IUi vé han v&i u, =1 vaq = -%,
Do dé

u, 1

s

S

"
=



) Vi dus. Biéu dién sé thap phan vé han tudn hoan 2,222... dwéi dang phan sé.

Giai
Ta c6 2,222... =2+ 0,2+ 0,02+ 0,002+.. =242+ 2. —— 4 2.4 .
10 10*  10°
Day la téng clia cap sé nhan Iui vé han voi u1=2,q=% nén
uy 2 20
2,222..._1_{?—1_ g
10

» ; £ & 2
) Luyén tip 4. Tinh téng 13:2+?+?—2+...+?ﬂ_1

) Vin dung 2. (Giai thich nghich li Zeno)

Pé don gian, ta gid sl Achilles chay véi van tdc 100 km/h, van téc cla rta la 1 km/h va
khodng cach ban dau a = 100 km.

a) Tinh thoi gian t;, L,,..., {,,,... tvong ng dé Achilles di tir A, dén A,, tr A, dén A,,..., tr A,
d@énA ..
fe1?

b) Tinh téng thoi gian can thiét Gé Achilles chay hét cac quang duong A A, AA, .., A A
.., tre 1a thoi gian can thiét dé Achilles dudi kip rua.

et

¢) Sailam trong lap luan cda Zeno l1a & dau?

4.GI01 HAN VO cuc cUADAY SO

) #o5. Nhan biét giéi han vo cuc
Mot loai vi khudn duoc nudi cay véi sb Ivong ban dau la 50. Sau méi chu ki 4 gio, sé lwong
clia chung sé tang gap doi.
a) Dy doan cdng thirc tinh s6 vi khuén u, sau chu ki thir n.

b) Sau bao lau, s6 lwong vi khuan sé vuot con sé 10 000?

r B

» Day s6 (u, ) dwoc goi la cb gidi han +oo khi n —+o0 néu u, c6 thé I6n hon mét sé duong

bat ki, ké tlr mét 6 hang nao @6 trd di, ki hiéu lim u, = +o hay u_ —+« khi n — +o.

=4

» Day sb (u,) dwoc goi la cé giéi han —w khi n—>+x néu lim (-u,)=+x, ki hiéu

n=—sio
lim u, = - hay u, ——w khi n — 4o,
=+

L. »

Theo dinh nghia trén, ta co:
¢ lim n* =+, véi k 1a sé nguyén dwong;

T=pt

» lim @" =+w, VoI g > 1.

e i 2]
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Lién quan dén gi¢i han vé cuc cla day sé, ta c6 mét sé quy tac sau day:

.
+ Néu lim u, =a va lim v, =+ (ho3c lim v, = o) thi lim =2 =0,

n—+o =3+ n—=+xn n—4x 'l,f”

« Néu limu,=a>0, limv,=0vav, >0 véimointhi lim —Z =+,

n—42 n—=+x n—=+m Vn

« Néu lim u, =+ va lim v, =a>0thi lim u v, =+o.

Fe O = il 1= 1= 40

\

» Vidu 6. Tinh lim (n® - 2n).

n—tuo
Giai
. 2 2 “ . 2 T 2
Tacon -2n=n°|1-—|.Honnta lm n“=+xova lim|1-—[=1.
n N—s+= —s+0 n
Do @6, lim (n* —2n) = +.

N—to

) tuygntdps. Tinh lim (n—+/n).

BAITAP

5.1. Tim cac gi¢i han sau:
2

&) i TR, B} Iim (W2e2n-n).

N—t00 2”2 41 A—s+

5.2. Cho hai day s6 khong am (u,) va(v,) véi lim u, =2 va lim v, =3.

B = o = N=—p+4ir
Tim cac giéi han sau:
2

u
a) lim . i
)H—H’E‘Vn — b) lim JJu, +2v,,.

n N =34

5.3. Tim gi&i han cua cac day s6 cho béi:

2
a}u,,=n sk b) v, =v2n +1-n.

2n-1'
5.4. Viét cac s6 thap phan vé han tuan hoan sau day dwéi dang phan soé:
a) 1,(12) — % By Ly 19 b) 3,(102) =3,102102102...

5.5. M6t bénh nhan hang ngay phai udng mét vién thuéc 150 mg. Sau ngay dau, truéc méi
Iér] ubng, ham lwong thubc cli trong co' thé van cén 5%. Tinh lwong thubc c}fn trong co
thé sau khi uéng vién thudc ctia ngay thir 5. U'dc tinh lwong thudce trong co thé néu bénh

nhan s dung thudc trong mét thdi gian dai.

5.6. Cho tam giac ABC vuéng tai A, c6 AB = h va
géc B bang o (H.5.3). Tir A ké AA, L BC, tr A, ké
AA, L AC, sau do lai ké A A, | BC. Tiép tuc qua
trinh trén, ta dvoc dwong gap khicvéohan AA AA. ..
Tinh @6 dai dwdéng gap khuc nay theo h va a.

h

A_ A C

Hinh 5.3
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—® Emcé biét? e

Day sé Fibonacci va ti Ié vang

Ta da biét day Fibonacci cho b&i hé thirc
truy héi: 5| 2
Uy =uy =1, BT E

U, =Up 4 +U, ,™ véin>2.
Chia cé hai vé cia ® cho u, , va dat

u - :
v, =—1, ta ¢cé céng thirc
Up1

vn:1+

Vin

Day (v, ) co6 giéi han 1a mét sé dwong r thod man phuwong trinh r =1+ -1— hay twong
r

1+-J5

dwong r? — r — 1= 0. Gidi phwong trinh nay ta dwoc r = >

Pay chinh la ti /é vang (golden ratio) dwoc st dung trong kién tric, héi hoa, tén gido, ...
Day Fibonacci va ti & vang ciing xuét hién nhiéu trong thé gioi tw nhién.

Day sé logistic
Trong sinh thai hoc, ngwdi ta sir dung day (p,) cho bdi cong thirc truy hoi
Pt =kp, (1- p,) d& md phong hé sinh thai cia mét loai (déng vat hodc thuwc vat),
trong d6 p, 1a ti 1& gitra sb lwong c4 thé theo thoi gian va sirc chira cta mdi trudng,
k 1a hé s6 phu thuéc dac diém cua loai va dieu kién méi trvdng. Day sé nay dwoc goi
la day logistic, do nha sinh hoc Robert May dwa ra nam 1976. Tuy thudc hé sé k va
gia tri ban dau p,, ta co thé duw doan sur thay ddi clia hé trong twong lai. Dac biét, trong
trwong hop day (p,, ) co gidi han la mét s6 dwong, ta néi hé sinh thai cta loai 14 6n dinh.
(Theo Stewart, Calculus, Nha xuét ban Cengage Leamning)




GIG1 HAN CUA HAM SO

THUAT NGU | KIEN THU'C, KINANG
* Gi6ihan cliahams6 | + Nhan biét khai ni¢m gi¢i han hiru han clia ham s6 tai mét diém
+ Gi6i han mét phia . vataivo cuc.

Nhan biét khai niém gi¢i han mét phia.

Nhan biét khai niém gi6i han vo cwe.

Tinh mdt s6 dang gi&i han ciia ham so.

Giai quyét mot sé vAn dé thuc tién gén véi giéi han clia ham sé.

« Gidi han tai vo cuc
« Gidi han vb cyc

Trong Thuyét twong d6i cta Einstein, khdi lwong cla vat
chuyén déng véi van téc v cho bdi cong thirc

trong d6 m, 1a khéi lwong ctia vat khi né dirng yén, c la van
tdc anh sang. Chuyén gi xay ra voi khoi lwong cua vat khi
van téc cha vat gan vai van tbec anh sang?

Albert Einstein (1879 — 1955)

1. GIO1 HAN HU*U HAN CUA HAM SO TAI MOT DIEM

) #o1. Nhan biét khai niém gi®i han tai mét diém
4 — x*
R-2

a) Tim tap xac dinh cta ham s6 f( x).

Cho ham s6 f(x) =

b) Cho dy sb x,, =2 + % Rut gon f ( x,,) va tinh giéi han cla day (u, ) véiu, =f(x,).

c) Voi déy sb (x,) batki sao cho x,, =2 va x,, — 2, tinh f(x,) vatim lim f(x,).

nN=»+x

f' T

Gié str (a; b) la mét khodng chira diém x,vahamsé y =f (x) xac dinh trén khoang (a; b),

c6 thé trir diém x,. Ta n6i ham sé f(x) c6 giGi han la sé L khi x dan ti x, néu véi day

sO (x,,) bat ki, x, €(a; b),x, # Xy va x,, = X, taco f(x,)—>L, ki hiéu lim f(x)=L hay
X=X

 f(x) > L khix - xg.

X
xz

/) Vidy1. Cho ham sé f(x)=

1 . 5 ; 1
C Chirng té rang E_rﬂf(x)—a.




Giai
L4y day s (x,) batki sao cho x, #1va x, > 1. Taco f(x,)=—"2—=

Do dé lim f(x,)=

n—+x

lim L =%. Vay limf(x)=—=

n—+o X i + x—1

Twong tw déi voi day sé, ta cd cac quy tac tinh gidi han ctiia ham sé tai mét diém nhuw sau:

F

a) Néu lim f(x)=Lva lim g(x)=M thi

\

« lim ¢ =c v6icla hang sé.

X=+Xn

X—hxﬂ

X—»Xg

¥ n "
« lim x" =xg v&ineN,
X—b.!ﬂ

lim
X »Xp -

f(x)+g(x)|=L+M,
xli?;n f(x)-g(x)|=L-M:;

Mlir:g{I f(x)-g(x)]=L-M;

f(x)

I
xl—gﬂ g(x)
b) Néu f(x)20 véi moi xe(a; b)\{x,} va lim f(x)=L

X—Xpn
thi L>0 va lim Jf(x)=+L.

X—Xp
LY s S

=-L— néu M = 0.

) Vidu2. Cho f(x)=x-1va g(x)=x>. Tinh cac gi6i han sau:

a) lim| 3f(x)-g(x)|: b) lim [F(]

x—1 g I x—1 g(x) i
Giai
Tacé Iirr]lf( )—I|m1(x 1)_I|m1x—l|rn11 1-1=0. Mat khac, ta thay ||rn1g( )—Iirrilx3=1.

X ¥ X » X X > X—> X—r

a) Ta co

!:ﬂ[Bf x)-g(x ]:Lmi Bf(x)]—!:rrlg( )=lim3.limf(x) - lim g (x) =3-0-1=-1.
b) Ta cé

2 . :
L ;Lzllm f(x)] !{Imf(.x)-!‘l_nlf(x)=9"=0.
x-n g(x) l|mg(x) Iirr%g(x) 1
X—
) vidu3. Tinh Ilmu Kve—u
X X

Giai
Do méu thirc ¢é gidi han la 0 khi x — 0 nén ta khéng thé ap dung ngay quy tac tinh gi¢i han
cta thwong hai ham sé.
2
2
SHr9-3 (Vx+9) -3 X 1
X x(Vx+9+3) x(Vx+9+3) JYx+9+3

Chu y rang

12



Jx+9-3 1 1 1

Do doé lim = lim = =

x—0 X x04/x+9+3 Iimu[\d'x+9+3:| 6
X—»
Luyén tap 1.
) ve ap x>1\/_ 1
) #o2. Nhan biét khai niém gi®i han mét bén
_1|
o ham sk r (=L
Cho ham s6 f(x) .

1 1 : ;
a) Cho x, =1-——va x,= 1+ —. Tinh =F{x, va ' =Ff(x).
) n+.1 n yﬂ ( yﬂ (ﬂ]

b) Tim gi¢i han clia cac day sé (y,, ) va (¥, ).

c) Cho céc day so (x,) va (x;,) bat ki sao cho x,, <1< x;, va x, -1, x;, —>1, tinh lim f{(
va lim f(x',). B

N—+x

Xn)

+ Cho ham s6 y =f(x) xac dinh trén khodng (X,; b). Ta n6i s6 L la giéi han bén phai
cta f(x) khi x — x, néu véi day so (x,,) bat ki thoa man x, < x, <b va x, - x,, ta co
f(x,)— L kihiéu lim f(x)=L.

x—*xa_
« Cho ham sb y =f(x) xac dinh trén khoang (a;x, ). Ta noi sb L la gi¢i han bén trai
cta f (x) khi x — x, néu voi day sb (x, ) bat ki thoa man a < x,, < x, va X, — X, ta co
f(x,)— L, kihiéu lim f(x)=

X—Xxp

.4 I
) Vidua. Choham sb f(x)={*X MeuO<x<

X+1néu1<x<2.
Tinh lim f(x) va lim f(x).

L xoT x—-T
Giai
V6i day sb (x,, ) bat ki sao cho 0 < x, <1vax, -1 tacof(x,)=x;.
Do 6 lim f(x)= lim f(x,)=1

=1 n—4x%

lim f(x) =L khi va chi khi

Twong tw, voi day s6 (x,) batkima1<x, <2, x,, -1, X—»Xg
: _— . lim f(x)= lim f(x)=
taco f(x,)=x,+1 chonén lim f(x)= lim f(x,)=2. X2 G
x—17 : n—+=

-Xx néu x<0
Jx néu x>0.

Tinh lim f(x), lim f va lim f( x).
inh lim £(x), lim f(x) va lim f(x)

) Luyén tdp 2. Cho ham so f(x) = {

“\

13



2. GIG1 HAN HO'U HAN CUAHAM SO TAI VO cuc

) woz. Nhan biét khai niém gié¢i han tai vé cuwc

Cho ham s6 f(x)=1+ 2 _coa thi nhw Hinh 5.4.

x -1

< ¥

Hinh 5.4

Gia str (X, ) la déy s6 sao cho x,, > 1, x,, — +. Tinh f(x,,) vatim lim 7(x,).

N—+x0

-

Cho ham s6 y =f(x) xac dinh trén khoang (a; +). Ta néi ham s6 f(x) cé giéi han

la s6 L khi x — += néu voi day so (x,) batki, x, >a va x, — +x, tacé f(x,)->L,
ki hiéu lim f(x)=L hay f(x)— L khi x - +=.

X »+m

Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén khoang (~oc; b). Ta néi ham sé f(x) c6 gi¢i han la
$0 L khi x — —c néu voi ddy s6 (x,,) batki, x, <b va x,, - —x, tacé f(x, ) - L, ki hiéu
lim f(x)=L hay f(x)— L khi x - .

X—=y—m

~

) Vidus. Cho f(x) =2 + ——. Si¥ dung dinh nghia, im lim £(x) va lim f(x).

Giai

Lay day (x, ) batki sao cho x,, >1va x,, — +x,tacof(x,)=2+

X - X >+ X——u

Xn - n-r+x

Vay lim f(x)=2. Tuongtu, taclngcéd lim f(x)=2.

X+ X —p—ux

.Do @6 lim f(x,)=2.

~

Cac quy tac tinh gi¢i han hiru han tai mét diém ciing ding cho giéi han hiru han tai
vO cuc.

Vi clahang sé, tacéd: lim c=c, lim c=c.
X=»+0 X=»—s

Véi k la moét sé nguyén duong, ta cd: lim lk =0, lim ik =0.
X=d4+c0 ¥ X——u ¥

~




= 5 : % 41
» Vidu 6. Tinh lim ; a’b a=0
X—>—oh X a.JE =
Giai —vJa’h a<0.
2 2
Taco fim X1 _ jim (— 5 ;—1J=— lim 1+i2
X == X X == X X—=—um b'e

1 )
=—J]lim|1+—|=-/1+ lim — =-1.
Jx—b—nc[ +x2) J+x—}—ﬂl’.‘- x2

[.2
D luyéntdp 3. Tinh lim i -

x»w X+1 Yi

) Vidn dung. Cho tam giac vuéng OABVvéi A=(a; 0)vaB =(0; 1)
nhw Hinh 5.5. Dwong cao OH cé do dai la h. H

a) Tinh h theo a.

b) Khi diém A dich chuyén vé& O, diém H thay déi thé nao?
Tai sao?

h

: ' O a A X
C) Krli A dich chugén ra vo cuwrc theo chieu dwong cua truc Ox, Hinh 5.5
diém H thay doéi thé nao? Tai sao?

3. GIGI HAN VO cu'c CUA HAM SO TAIMOT PIEM

a) Gi&i han vé cuc
) #oa. Nhan biét khai niém giéi han vé cuc

Xét ham s6 f(x) = iz c6 do thi nhw Hinh 5.6.
X o

Cho x, =%, chirng t6é rang f( x,, ) — +. Hinh 5.6

r | A
Gia sir khoang (a; b) chira x, va ham so y =f(x) xac dinh trén (a; b)\ {X, |. Ta néi ham
s6 f(x) c6 gidi han +w khi x — xo néu v&i day so (x, ) batki, x, (a b)\ {xy}, X, = Xo.
ta co f(x,)— +o, ki hiéu lim f(x)=-+o.

X—}JI'U

Tandi ham s6 f (x) c6 gidi han —o khi x — x,, ki hiéu lim f(x)=-w, néu lim [f(x)|=+=.

X—Xp X=X
N .

P Vidu7 Tinh lim

x=1lx =1
Giai
Xét ham s6 f(x)=ﬁ+ Lay day s6 (x, ) bat ki sao cho x,, #1, x,, — 1. Khi @9, |x, -1 - 0.
Do d6 f(x,)= — 400, Vay |imL=+nc.
x, -1 x—>1[x 1|

M5



) wos. Cho ham sb f(x):ﬁ. Vi cac day so (x, ) va (x',) cho béi x, :1+%, X :1—%,
tinh lim f(x,)va lim f(x',).

N=3 40 n=»4c

s “
« Choham sé y = f(x) xac dinh trén khoang (x,; b). Ta n6i ham s6 f (x) c6 gi¢i han +wx khi

X —> x, vé bén phai néu véi day so (x,,) bat ki thod man x, < x, < b, x, —> x,, ta co

f(x,)—> +o, ki hiéu lim f(x)=+wo.
; xX—Xg

+ Cho ham sbé y = f(x) xac dinh trén khoang (a; x.). Ta n6i ham sé f(x) co gioi han +u
khi x — x, vé bén trai néu voi day sb (x,,) bat ki thod mén a < x_ < x,, X, - X,, ta o
f(x,)—> +o, ki hiéu lim f(x) =+

X—Xp
« Céac gi¢i han mét bén lim f(x)=-w va lim f(x)= -« dwoc dinh nghia twong tw.
L X—X3 X—Xq J

) Vi du 8. Giai bai toan & tinh hubng mé déu.
Giai
Tl cong thire khéi lrong

ta thdy m 18 mot ham sé cha v, voi tap xac dinh la nira khoang [0;c). Ré rang khi v tién

2
A o - & r r .- 1 = - V - " - -
gan t¢i van téc anh sang, teclav —» ¢, tacod ,’1— = — 0. Do @ lim m(v) =+o0, Nghia la
c

Vo

khéi lwong m cla vat tré nén vé cung I&n khi van téc caa vat gan véi van tée anh sang.

» Luyén tap 4. Tinh cac gi¢i han sau:

a) lim 2. b) lim ——
X e JZx
Chi y. Cac gioi han lim f(x)=+w, lim f(x)=+x, lim f(x)=-wc va lim f(x)=-x duoc
X—+a0 X——0 X—+on N—3—an

dinh nghia twong tw nhw giéi han ctia ham sé f ( x) tai vé cwc. Chang han: Ta néi ham sé
y =f(x), xac dinh trén khoang (a; +x), c6 gi&i han la —« khi x — +oc néu voi day sé(x,, ) batki,

X >avax, — +un, tacé f(x,) - -, ki hiéu JrIi}r:_1mf(::f)= ~0 hay f(x) — - khi x - +x.
Mot sé gidi han dac biét;

* lim x" =4 VOI k nguyén dwong;

. Zn:x x* =+ vOi k |1a sé nguyén duwong chan:

« lim x¥ =—= véi k 1a sé nguyén dwong Ié.

X——0
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b) Mot s quy tac tinh gidi han vé cuc

Chu y cac quy tac tinh gioi han hitu han khéng con dung cho giéi han vé cuc.

Ta c6 mot s6 quy tac tinh gi¢i han cla tich va thwong hai ham sé khi mét trong hai ham sé
do co gidi han vo cuyc.

» Quy tdc tim giéi han cda tich f(x)g(x).

Gia st lim f(x)=L=#0va lim g(x)=+w (hodc —x). Khi @6 lim f(x)g(x) duoc tinh theo

X—rXp X=+Xn X—Xp
quy tac cho trong bang sau:
lim f(x lim g(x lim f(x)g(x
X—»Xp ( ) X‘-}xng( ) X—Xp ( )g( )
$ <) +00 -+00
L<@O b —
— +o0
& i iigi - f(X)
» Quy tac tim gi6i han caa thuong ;
g(x)
- - . (%)
g o) 9™ | ohuciag() | im oS
L +o0 Tuy y y 0
L>0 0 . -
L <0 0 : ~

Cac quy tac trén van dling cho cac tredng hop x — x5, X —> X5 , X —> 400 Va X —> —w.

» vidys. Tinh lim X7
x—=0 w
Giai
Ta sir dung quy tac tim gi®i han cGa thwong. R rang, gi¢i han cla tir sb Iin}} (x+1)=1.
X—»
Ngoai ra, mau sé nhan gia tri dwong véi moi x = 0 va lim x? =0. Do vay lim }H: = +00,
x—0 x=0 x
Vidu10. Tinh lim va lim .
) ) x—1-1+X(1—X) x—rTX("—X)
Giai
: 1 17 1 . o . 1 .
Viét =—.—— taco lm —=1>0. Hon nva Iim —=-0do1-x <0 khi x >1.
x(1-x) x 1-x x—-T" X x—1 1= X
Ap dung quy tac tim gi&i han cua tich, ta dwoc lim ——
P aung quy g . et X(1=X)

Li luan twong tw, ta co lim
x-1 X(1-Xx)

= 400,
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D wysntdps. Tinh lim 21 va jim 21
x—2F X —2 x—2~ X —2

BAITAP
2 _
5.7. Cho hai ham sé f(x) = g 11 va g(x)=x+1. Khang dinh nao sau day la dung?
X—
a) f(x)=g(x); b) ilrﬂf(x)zilrﬂg(x).
5.8. Tinh cac gi¢i han sau:
2
2% _4 =
3 o 22 =8, Bj g X235,
x 0 X x—0 X
Onéut<0

5.9. Cho ham s H(t)=4 (ham Heaviside, thwong duoc dung dé mé ta viéc
1néut=0
chuyén trang thai tat/mé cda dong dién tai thoi diém ¢ = 0).

Tinh lim H(t) va lim H(t).
t—>0* t0"

5.10. Tinh cac gi¢i han mot béen:
2

a) lim E; b) lim L &
x—1" X =1 x4 — X
. x> _5x+6
5.11. Cho ham s6 g(x) =
Ix—2|
Tim lim g(x)va lim g(x).

x—2" x-3 7%
5.12. Tinh cac gi¢i han sau:

. 1-2x . : F2 % k4 |
E) xl—erm fx2+11 b) XI—I[TI(( X +&Ha X]1

2
5.13. Choham sé f(x) = .
0= 2)
Tim lim f(x)va lim f(x).
x—2" ' X2~

18



VAKX

THUATNGU i KIEN THU'C, K NANG
« Ham s6 lién tuc tai i« Nhan dang ham s6 lién tuc tai mét diém, hodc trén mét khoang,
mot diém . trén mot doan.
« Ham so gian doan .+ Nhan dang tinh lién tuc ctia tong, hiéu, tich, thwong cia hai ham
» Ham s liéntuctrén s6 lién tuc.
mot khodng .+ Nhan biét tinh lién tuc cia mét s6 ham so cap co ban trén tap
- Hamsbé lientyctrén i  Xacdinh cua ching.
mot doan

M6t nguoi lai xe tir dia diém A dén dia diém
B trong th&i gian 3 gio. Biét quang duong tir
A dén B dai 180 km. Chirng 16 réng c6 it nhat
mét thoi diém trén hanh trinh, xe chay véi van
tdc 60 km/h.

b—— Quéng dwong ——

1.HAM SO LIEN TUC TAI MOT DIEM

) 101, Nhan biét tinh lién tuc cua ham s6 tai mot diém

g
x“=1 "

Cho ham s6 f(x)=1 x -1 noux =1
2 néux =1.

Tinh gi6i han lim f (x) va so sanh gia tri nay véi f(1).

Cho ham sé y =f(x) xac dinh trén khoang (a; b) chira diém x,. Ham sé f(x) dwoc goi la
lién tuc tai diém x, néu lim f(x)=7f(x,).

X=X

Ham s6 f(x) khong lién tuc tai x, dwoc goi la gian doan tai diém doé.

') Vidu1. Xét tinh lién tuc cta ham sb f(x) = —1 tai diém x, = 2.
Giai

R6 rang ham s f(x) xac dinh trén R\ {1}, do d6 x, = 2 thudc tap xac dinh ctia ham sé.

X +1

Taco lim f(x)= lim
X—2 x—2 X —1

=3=f(2). Vay ham s6 f(x) lién tuc tai x, = 2.



1 néux>0
) Vi du 2. Xét tinh lién tuc ctia ham déu s(x)=40 néux=0 tai diém x, = 0.

-1 néux<0
Giai Ham s6 f(x) lién tuc tai x, khi
Ta thay lim s(x)=1, lim s(x)=-1. Do d6 khéng ton tai va chi khi
, e e lim f(x)=lim f(x)=7(x).
giéi han Iirr}] s(x). X=X X—+XG
X—
Vay ham sé nay gian doan tai 0.
-xnéu x<0
) tuyén tdp 1. Xét tinh lién tuc clia ham s6 f(x)=0 néu x=0
tai diém x, = 0. x* néu x>0

2. HAM SO LIEN TUC TREN MOT KHOANG

2xnéu0£x£% xnéuUixi%
) ¥D2. Cho hai ham sé f(x)=1 ; va g(x)=+
1 neuE<x£1 1 neu=<x<1
vGi @6 thi twong (ng nhu Hinh 5.7.
y4 y4
1 1 1 ] 1 1 1
¥ | : : 1 :
2 | : 2 : I
: I : :
: i : —
0 3 W E. O 1 1 X
2 2
Ham sé y = f(x) Ham s6 y = g (x)
Hinh 5.7

Xet tinh lién tuc cta cac ham s6 f(x)va g(x) tai diém x = : va nhan xét vé sy khac nhau
gitra hai dé thi. 2

r )
Ham s6 y = f(x) dwoc goi la lién tuc trén khodng (a; b) néu nd lién tuc tai moi diém thudc
khoang nay.
Ham sé y =f(x) dwoc goi la lién tuc trén doan [a; b] néu né lién tuc trén khodng (a; b) va
lim f(x)=f(a), lim f(x)=f(b).

x—b

X—a
% I’

Cac khai niém ham s6 lién tuc trén nira khodng nhu (a; b], [& +=),... duwgce dinh nghia theo
céch twong tw. Co thé thay dé thi cia ham sbé lién tuc trén mét khoang 1a mét duwdng lién
trén khoang dé.



x-1néu xe(0;1)

trén ntra khoang (0; 1].
0 néux=1

) Vi du 3. Xét tinh lién tuc ciia ham sé f(x)z{
Giai
Ta c6 f(x)=x-1véi xe(0;1). V&i x, € (0; 1) bat ki, ta c6 lim (x—1)=x, -1=1(Xp).
X—Xp

Vay ham s6 f (x) lién tuc trén khoang (0; 1).

Hon nira, lim f(x)=0=f(1) nén f(x) lién tuc trén nira khoang (0; 1].

x=T

Vé tinh lién tuc cta cac ham sé so cap co ban da biét, ta co

« Ham sé da thirc va cac ham sé y = sinx, y = cosx lién tuc trén R.

« Cac ham sbé y =tanx, y = cotx, y = Jx va ham phan thirc hiru ti (thwong cua hai da
thirc) lién tuc trén tap xac dinh cua chung.

x+1
x-1

) Vidu 4. Cho ham s6 f(x) =
Giai
Tap xac dinh cia ham so6 f(x) la (—s; 1) U (1; +e). VAy ham s0 f(x) lién tuc trén cac khodng
(—o0; 1) va (1; +x0).

. Tim cac khoang trén d6 ham sb f( x) lién tuc.

X +1

X+2

) Luyén tip 2. Tim cac khodng trén d6 ham sé f (x) = lién tuc.
3.MOT SO TiNH CHAT CO BAN

) 193, Cho hai ham s6 f(x)=x*vag(x)=-x+1.
a) Xét tinh lién tuc cGa hai ham sé trén tai diém x =1.

b)TlnhL_Ilm[f )+9g(x)| va sosanh L véif(1)+g(1).

Ta ¢6 khang dinh sau day vé téng, hiéu, tich va thwong clia hai ham sé lién tuc.

~ N

Gia st hai ham sé y =f(x) va y = g(x) lién tuc tai diém x,. Khi do:
a) Cachamso y=f(x)+g(x), y = f(x)-g(x)vay=f(x)g(x) lién tuc tai x;
b) Ham sé y = fix) lién tuc tai x, néu g(xp) #0.

9(x)

\ ’

sin
x—1

>

) Vidus. Xét tinh lién tuc ctia ham sé f(x) =
Giai
Ham sb xac dinh trén cac khoang (—o; 1) va (1, +o0). Trén céc khoang nay, tir thire (ham
lwong giac) va mau thirc (ham da thirc) la cac ham s6 lién tuc. Do d6, ham sé f(x) lién tuc
trén R\ {1}.
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Nhan xét. Néu ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a; b] vaf(a)f(b) <0 thi ton tai it nhat mét
diém c e (a; b) sao cho f(c)=0.

Két qua nay dwoc minh hoa bang dé thi o

nhw Hinh 5.8. /\
ayo
f---4f(a)

Vi du 6. Chirng minh rang phwong trinh x° + x> —10 =0 c6é it nhat mét nghiém.
. g gp g g

Giai

Hinh 5.8

Xétham s6 f(x) = x° + x* -10. Tacé f(0) =—10 <0, f(2) =30 > 0 va vi f(x) la ham da thirc
nén no lién tuc trén [0; 2]. Khi d6, phwong trinh f(x) =0 c6 it nhat mét nghiém trong khodng

(0; 2).

) Vin dung. Giai bai toan & tinh hudng mé dau.
BAITAP

5.14.Cho f(x) va g(x) & cac ham sé lién tuc tai x = 1. Biét (1) =2 va lim [ 2f (x) - g(x) ] = 3.
: ol
Tinh g (1).
5.15. Xét tinh lién tuc clia cac ham sb sau trén tap xac dinh cta ching:

_J1+X2 néu x <1
14—}( néu x>1.

X
X2 +65x+6

a) f(x)= b) f(x)

5.16. Tim gia tri cla tham sé m dé ham sé

f(x):{

sinx néu x>0
~X+mnéu x<0
lien tuc trén R.

5.17. Mét bang gia cwéc taxi dwoc cho nhu sau:

Gia mo clra i4 cude ca i

‘ Gia cude cac km tiép theo Gl B ki Thi 31
(0,5 km dau) den 30 km
10 000 ddng 13 500 déng 11 000 déng

a) Viét cong thirc ham sé mé ta sbé tién khach phai tra theo quang dwéng di chuyén.

b) Xét tinh lién tuc ctia ham sé & cau a.
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BAI TAP CUOI CHUONG V

A - TRAC NGHIEM

5.18. Cho day s6 (u,) v6i u, =vn? +1-/n . Ménh @& ding Ia

A. lim u, =—ex. B. limu, =1.
=4 n=»+40

C. lim u, = +o. D. lim u, =0.
=+ N+

2 n
5.19. Cho u,,=2Jr2 **2" Gigi han ciia dy s (u,) bang

zn

A. 1. B. 2. C.-1. D. 0.

K

5.20. Cho cép sb nhan Ii v6 han (u,) v6i u, = 3% Téng clia cap sb nhan nay bang

A.3. B. 2. 6= D. 6.

5.21. Cho ham s6 f(x)=vx + 1—+/x + 2. Ménh @& ding la

A. i — =Ly, B_ i = L]
m 1= m 1) -C
. 1
C. i " D. lim f(x)=-~.
xI—I}Tmf(x) ? x—lpnjxa (X) 2
X=X
5.22. Choham s6 f(x) = . Khi @6 lim f(x) bang
[x] x—0"
A.0O. B 1 C. +c0. D. 1.

5.23. Cho ham s6 f(x) 241 Ham s6 f(x) lién tuc trén

Ix+1
A. (—o0;+0). B. (—eo;—1].
C. (—oo;—1) U (=1 +). D. [-1 +<0).
=2 & 1
5.24.Chohamsé f(x)={" x—1 o0 X7 ' Ham sb f(x) lién tuc tai x = 1 khi
a néu x =1
A.a=0. B.a=3. C.a=-1 D.a=1.



B -TU LUAN

5.25. Cho day s6 (u,,) co tinh chat |u, —1 ez, C6 két luan gi vé gidi han clia day sé nay?
n

5.26. Tim giéi han cla cac day sb c6 sb hang tdng quét cho bdi cong thirc sau:

a)”“zsnzfin—2; b)v”zéy{s;“sj(‘ A=
5.27. Viét cac sé thap phan vé han tuan hoan sau day dwéi dang phan sé:
a) 1,(01); b) 5,(132).
5.28. Tinh cac gioi han sau:
LA ST
o) lim 2—%_. d) lim —X*2

=1(1-x)? o> f4x2 41

5.29. Tinh cac gi¢i han mét bén:

2
. X“-9 : X
a) lim ; b) lim :
)x_,3+|;:(—3| )x—ﬂ'wﬂ—}'{
a A X 2 . .
5.30. Churng minh rang gi¢i han Iirr?j u khong tén tai.
X—U X

5.31. Giai thich tai sao cac ham sé sau day gian doan tai diém da cho.
L] néu x=0
a) f(x)=1{x tai diém x = 0;
1 néu x=0

_J1+x néu x <1

: tai diem x = 1.
1_2—){ néu x =1

b) g(x)
5.32. Lwc hap dan tac dung 1én mét don vi khdi lwong & khodng cach r tinh tlr tam
Trai Bat la
(GMr

=3 néur <R

F{r )=
GM .
r_2 néur =R,

trong d6 M va R lan Iwot 1a khéi lwvong va ban kinh cta Trai Bat, G 1a hang sé hap dan.
Xét tinh lién tuc ciia ham s6 F(r).

5.33. Tim tap xac dinh clia cac ham sé sau va giai thich tai sao cac ham nay lién tuc trén cac
khoang xac dinh cta chung.
X—-2

b)Q(-”‘FE-

COS X
x> +5x+6

a) f(x)=

Xx+1néu x<a

5.34.Timcacgidtricltaadé hamso f(x)={ , lién tuc trén R.
x> néux>a
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HOAT PONG
THUC HANH
TRAI NGHIEM

MOT VAI AP DUNG CUA TOAN HOC
TRONG TAI CHiNH

MUC TIEU

Hoc sinh biét van dung toan hoc dé giai quyét mot s6 van dé tai chinh nhw bai toan guri tiét kiém
tich luy, bai toan vay tra gop.

Chuén bi:

— Baéng lai suat guri tiét kiém tich luy cia mét s6 ngan hang:
— Bang lai suat vay trd gép (khi mua nha, 6 16, ...) cia mét s6 ngan hang;
— May tinh cam tay.

Thuc hién: Chia I&p 1am bén nhém va tién hanh nhu sau:

Budéc 1. Cac nhém cung thue hién HD1, HD2, HD3 trong bai hoc, dudi sw hwéng dan cia
gido vién, dé hiéu cac khai niém va céng thirc can thiét.

Buoc 2. Dya vao dir liéu da co & phan Chuan bi va goi y trong cac Van dung trong bai hoc,
GV dat ra nhiém vu thyc té cu thé cho trng nhom. Moi nhom sé thuwc hién mét nhiém vu
riéng. Cac nhém hoan thanh nhiém vu dwoc giao, sau dé bao cao truwdc 16p.

Nhiéu giao dich tai chinh nhw giri tiét kiém tich
luy, vay tra gop,... lién quan dén cac khoan thanh
toan dwoc thue hién déu dan. Vi du, néu glri déu
dan 5 triéu ddng méi thang vao mét tai khoan tich
luy cb lai suat 6% mot nam, thi gia tri tai khoan
clia ban sé& |a bao nhiéu vao cubi nam th¢ 5?
Néu vay 1 ti ddng dé mua nha véi 1ai suat 9% mot
nam, thi sb tién ban phai tra hang thang la bao nhiéu
dé c6 thé trd hét khoan vay nay trong 10 nam?

MONTHLY
PAYMENT

nnnnnnnnnn

Nhirng cau héi nhu vay lién quan dén téng cac sé hang cia mét day sé. Trong bai nay, chung
ta sé st dung kién thirc vé céng thirc 1ai kép va cap sb nhan dé tra I&i nhirng cau hdi nay.




1. S0 TIEN CUAMOT NIEN KIM

Nién kim & mét khoan tién dwoc tra bang cac khoan thanh toan déu dan. Mac du tir “nién
kim” nghia la cac khoan thanh toan hang nam, thuc té ching co thé dwoc thye hién thanh
toan nira ndm, hang quy, hang thang hodc sau nhirng khoang théi gian déu dan khac. Thanh
toan thudng duwoc thue hién vao cudi khoang thdi gian thanh toan. Sé tién cia mét nién kim
la téng cuia tat ca cac khodn thanh toan riéng 1é tir thdi diém thanh toan dau tién cho dén khi
thanh toan cudi cing dwoc thuc hién, clng véi tat ca tién 1ai.

) wo1. Sé tién cua mat nién kim

Bac Lan gri déu dan 10 triéu déng vao ngay dau méi thang trong vong 5 nam vao mot tai
khodn tich luy hwéng lai suat 6% mébi nam, theo hinh thirc tinh 13i kép hang thang.

a) Tinh sé tién cé trong tai khodn vao cudi ki thir nhat, cudi ki thir hai.
b) Tinh s6é tién c6 trong tai khoan vao cudi ki th n.
c) Tinh sé tién co trong tai khoan ngay sau lan thanh toan cudi cing.

N6i chung, khoan thanh toan theo nién kim dwoc goi |a tién thué dinh ki va ki hiéu la R. Goi i
a 1ai suét trong mbi khoang th&i gian thanh toan va goi n la sé lan tra. Ching ta ludn gia thiét
rang khodng thdi gian tinh 13i kép bang thdi gian gitra cac lan thanh toan. Bang cach lap luan
twong tw nhu trong HBD1, chuing ta thay rang sé tién A, ctia mét nién kim 13

A =R+R(I+)+RA+i¥ +...+ RA+iy"".

Vi day la tdng clia n s6 hang dau clia mét cap s6 nhan véi s6 hang dau a = R va ¢dng bdi
r=1+inéntaco

So tién cua nién kim
Sé tién A, cia mét nién kim bao géom n khodn thanh toan déu dan bang nhau va bang R
v@i 1ai suat j trong méi khoang thoi gian dwoc cho boi

9 J

) Vin dung 1. Anh Binh can dau tu bao nhiéu tién hang thang voi 13i suét 6% mdi nam, theo
hinh thirc tinh 14i kép hang thang, dé co 200 triéu déng sau hai nam?

2.GIATRIHIEN TAICUAMOT NIEN KIM

Néu ban nhan dwoc 100 triéu dong trong vong 5 nam ké tir bay gid, né sé c6 gia tri thap hon
nhiéu so v&i viéc néu ban nhan dwoc 100 triéu déng ngay bay gi¢. Diéu nay la do sbé tién |3i
ma ban c6 thé tich 10y trong 5 nam t6i néu ban dau tw s tién d6 ngay bay gi¢'. Ban sé chap
nhan so tién nhd hon nao bay gi¢ thay vi viéc nhan 100 triéu dong trong 5 nam toi? Day la
s tién, cung véi tién |ai, sé tri gia 100 triéu ddng trong 5 nam téi. S6 tién nay dwoc goi la
gia tri hién tai.
) o2, Nhan biét gia tri hién tai cua mot sé tien

Gia sir mot ngudi guri tiét kiém v&i 13i suat khéng ddi 6% mét nam, theo hinh thirc tinh 14i
kép hang quy.

a) Tinh lai suat i trong méi quy va sé khoang théi gian tinh 13i trong vong 5 nam.



b) Gia st sau 5 ndm ngudi d6 nhan duoc sé tién 100 triéu déng ca vén 1an 1&i. Tinh gia tri
hién tai ctia sé tién 100 triéu dong do.
Tuwong tw, néu sé tién A, dwoc tra dan trong n khoang thei gian ké tir bay gié va 13i suét trong
m6i khodng théi gian la j, thi gia tri hién tai A, ctia né dwoc cho béi
1= 1+i)y"
i

A, =A(+Iy" = RWU Fiy"

’
Gia tri hién tai cua mét nién kim
Gia tri hién tai ctia mét nién kim bao gom n khodn thanh toan déu dan bang nhau va bang
R voi lai suat i trong méi khoang thoi gian dwoc cho boi
1—(1+0)"
A =RV
i

\ A

)} Vin dung 2. M6t ngueoi tring xb sé gidi dac biét voi tri gia 5 ti ddng va sb tién tring thuwdng
sé dwoc trd dan hang nam, méi nam 1a 500 triéu déng trong vong 10 nam. Gia tri hién tai cta
gidi dac biét nay la bao nhiéu? Gia sl rang ngudi dé co thé tim dwoc hinh thirc dau tw voi
i suat 8% mdi nadm, tinh 1ai kép hang nam.

Tra gop la phwong thic cho

—_— vay tién ma cac ki trd no goc

3. MUATRA GOP va lai trung nhau. SO tién tra
no cta moi ki 13 béng nhau

Khi ban mua mét c&n nha hodc mét chiéc xe 6 té theo hinh  theothoa thuan va so lai dwoc
thirc tra gép, cac khodn thanh toan ma ban thuc hién la mot NN dwa irén SO dw ng goc va

khodn nién kim cé gia tri hién tai 1a sé tién cGa khoan vay. Lfi#g“g?ggﬁ ;:1';:1;?&:;

) 193, Anh Hwrng mudn mua mét chiéc xe 6 té theo hinh thirc ~ viéc cho vay tiéu ding, mua
trd gép dé chay xe dich vu. Anh 4y c6 thé trd dan 10 triéu  1ai san gid trj Ion nhw nha dat,
ddng mébi thang nhwng khéng cé tién tra trwéc. Néu anh 910, ...

Hung c6 thé thwe hién cac khoan thanh toan nay trong vong
5 nam va l3i sudt 1a 10% mét nam, thi hién tai anh 4y co thé
mua dwoc chiéc xe 6 té véi mirc gia nao?

P
Mua tra gép

Néu mét khoan vay A phai dwoc hoan tra trong n lan thanh toan déu dan bang nhau voi
lai suat i trong mdi khoang théi gian thi sé tién R cia mbi khoan thanh toan Ia
A
1-(1+i)"

\ 7

) Vin dung 2. Mét cdp vo chdng tré vay ngan hang 1 ti ddng véi 1ai suat 9% mét ndm dé mua
nha. Ho dv dinh sé tra gop hang thang trong vong 10 ndm dé hoan tra khoan vay nay. Hoi
mdi thang ho sé& phai tra cho ngan hang bao nhiéu tién?
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LUC CANG MAT NGOAI CUA NUGC <<<

MUC TIEU
Hoc sinh biét thic hién thi nghiém dé thu thap di liéu, biét sir dung nhirng s6 dac treng clia so

liéu ghép nhém dé so sanh két qua va rut ra mot so két luan.

Nwéce cling nhw cac chat Idng déu co lirc cdng bé mét hinh
thanh do su twong tac gitra cac phan tir clia chét 16ng. Sé
rat kho dé thdi bong bong tir nuéc do lwe cang bé mét cla
nwdc lon. Tuy nhién, néu pha thém xa phong vao nwéc viéc
nay sé duoc thwe hién do xa phong lam giam lwc nay cua
nwdc. Lue cang yéu bong bong cang Ién.

Trong bai trai nghiém nay chung ta sé xem xét anh huéng
cua nhiét dé téi lwec cang mat ngoai cua nwéc xa phoéng
théng qua viéc so sanh dwéng kinh bong béng théi tir dung
dich xa phong & nhiét dé khac nhau.

) 1#o1. Thu thap di liéu

Chuén bj:
— Nwéc, nwdc néng — Céc, thia, 6ng hat
— Xa phong — Gidy bong kinh, gidy cé dwong ké chia centimét
— Nhiét ké — But, giay.

Thuc hién:

* Nhém 1:

— Budc 1. Pha xa phong vao nwdc ¢ nhiét dé phong

— Budc 2. Dat to giay ké 6 li xubng dwdi tam nhya

— Budc 3. Dung thia muc mét lwong nwéc xa phong dé 1én trén tdm nhua
— Budc 4. Dung éng hut théi bong dén khi bong vé

— Buwdc 5. Xac dinh dwéong kinh bong béng

— Budc 6. Luu két qua do vao bang theo mau sau:




Nhom 1
Puong kinh
bong bong |([2; 4)|[4; 6)|[6; 8)| [8; 10) |[10; 12)([12; 14)|[14; 16)([16; 18) [18; 20)|[20; 22]
(cm)
Két qua
(danh dau /) ! 4t

Bang 1. Két qua thi nghiém trén nuéc xa phong & nhiét dé phong
* Nhom 2: Thwce hién trong tw véi nwéc néng (70 °C - 80 °C).

) w02, Lap bang tan sé ghép nhom cho két qua thi nghiém thu duoc & hai nhém theo méu sau:

Puwéng kinh
bong bong
(cm)

[2; 4)|[4; 6)[[6; 8)| [8; 10) [[10; 12)|[12; 14)|[14; 16)|[16; 18)|[18; 20)|[20; 22]

Nhom
1

Tan sé
Nhém
2

Béang 2. Bang tan s6 ghép nhém cho di liéu dwong kinh bong béng

) 493, Dya vao Bang 2, hay tinh va so sanh sé trung binh, trung vi, mét ctia méu dir liéu thu
duwoc vé duwong kinh bong béng ctia méi nhom.

) uea. Cac ban hoc sinh [6p 118 da thue hién thi nghiém va thu dwoc bang két qua sau:

Pudng kinh bong béng (cm)
[4; 6) [6;8) | [8 10) | [10;12) | [12; 14) | [14; 16) | [16; 18) | [18; 20]
g I I
Nhém 1 / / " m /1 i /
; 1 1
Nhém 2 / I / p 1/ I

a) Hay thuc hién HD2 va HD3 dwa vao bang két qua thi nghiém trén. Tl d6 rut ra két luan
vé anh hudng clia nhiét dd lén sirc cang bé mat clia nwédc xa phong.

b) Tai sao giat quan do bang nuwdc am (& nhiét 6 thich hop véi chét liéu vai) sé lam sach
dé dang va nhanh chéng hon?
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BANG TRACUU THUAT NGU'

C Cép sb cong 48
Cép sb6 nhan 52
Chiéu quay (&m, dwong) 6
Céng bdi 52
Coéng sai 48
Céng thire bién déi tich thanh téng 19
Céng thirc bién doi tdng thanh tich 20
Cong thirc cong 17
D Daysb 42
Day s6 bi chan 45
Day sé ¢c6 gi®i han hiru han 105
Day s6 ¢c6 gi6éi han 0 105
Day sb co gioi han vé cuc 108
Day sb giam 45
Day sé hiru han 43
Day sb khong déi 48
Day sb tang 45
Day s6 v han 42

P Dinh li Thalés trong khéng gian 91

Dinh Ii vé giao tuyén clia ba
mat phang 81
Péng phang ctia cac diém 72
Dbéng phang cla hai dwong thang 78
DBuwong thang cat méat phang 84
ow’ngathéng song song Vo
mat phang 84
Puwong tron lwong giac 10

G Giao tuyén cla hai mat phang 73
Gi6i han v6 cuc clia ham s6 tai
mot diém 115
Gidi han cia ham sé tai mét diém 111
Gioi han cta ham sé tai vé cuc 114
Gi&i han mét bén 113
Goéc lvong giac 6

H Hai duwong thang chéo nhau 78
Hai duwong thang song song 78
Hai dwéng thang cat nhau 78

o Z

Hai mat phang song song 88

Ham sé chan 24

Ham sé Ié 24

Ham s6 lién tuc tai mot diém 119

Ham s lién tuc trén mét khoang 120
Ham sé lwvong giac 23

Ham sb6 tuan hoan 24

Hé thirc Chasles 7

Hinh biéu dién 98

Hinh chiéu song song 96

Hinh chép 75

Hinh hop 93

Hinh lang tru 92

Hinh t&r dién 76

Mat phang 71

Mau sé liéu ghép nhom 59

Mét 66

Nghiém cua phwong trinh lwong giac 32
Phép chiéu song song 96

Phuong trinh Iwong giac co ban 31

S6 do cua géc lwong giac 6

S6 hang cuia day sé 43

S6 hang tbng quét ctia day sé 42

Sé hang téng quat clia cap sb cong 49
Sé hang téng quat clia cap sé nhan 53
S6 trung binh 62

Tia cudi cla goc lwong giac 6

Tia dau cha goc lwong giac 6

Téng clha cap sé nhan Iui vé han 107
Téng n sé hang dau cla cép sbé céng 50
Téng n sé hang dau clia cap sé nhan 54
Trung vi 64

Truc césin 11

Truc sin 11

T phan vi 65



BANG GIAI THICH THUAT NGU’

Thuat ngtr

Giai thich

Biéu dién mét géc lwong giac
trén dwédng tron lwong giac

Phép biéu dién giao diém cla tia cudi ciia mét goc lwong
giac voi dudng tron lvong giac

Céap sb nhan Iui vé han

Cép sb nhan vé han cé cdng bdi g voi |q| < 1

Day sé hiru han

Day s6 chi gédm ¢6 hiru han sé hang

Puwong hinh sin

D6 thi clia cac ham sb y = sinx va y = cosx

Buwong tron lwong giac

Puwong tron cd tam tai gbc toa @6, ban kinh bang 1,
duoc dinh hwéng va lay didm A(1; 0) lam diém géc cla
duwdng tron

Gia tri lwong giac cua moét goc
lwong giac

Cac gia tri sin, césin va tang, cétang (khi chung xac dinh)
cua mot goc lweng giac

Gioi han mét bén clia ham s6
tai mét diém

Gidi han bén phai hodc gi¢i han bén trai cua ham sé tai
mot diém

Ham sé gian doan tai mét diém

Ham s6 khéng lién tuc tai diém dé

Ham sb lién tuc trén doan [a; b]

Ham so lién tuc tai moi diém cla khodng (a; b), lién tuc
phai tai diém a va lién tuc trai tai giém b

Hé thirc lwong giac co ban

Cac hé thire lwong giac lién hé gilra cac gia tri lwong
giac sin o, oS o, tan «, cot . cua goéc a

Hinh biéu dién cta mét hinh
khéng gian

Hinh chiéu song song cua hinh khong gian trén mét mat
phang hodc hinh déng dang véi hinh chiéu dé

Hinh hoc khéng gian

Man hoc nghién ctru tinh chat ctia cac hinh cé thé khéng
cung nam trong mét mat phang

Phép chiéu song song

Phép dat tvong Lrng moi dlém M trong khong gian voi
diém M’ la giao cla dwang thang qua M va song song
(hoac trung) véi dudng thang / cho trwdc va mat phang
(P) cho trwéc

Phwong trinh lwong giac

Phuwong trinh cé chira an sé dwéi ddu ham sé lwong giac

Radian

Pon vi do géc luvong giac
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